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Introduction 



L'une des questions centrales de l'analyse sur les variétés est l'estimation 
du spectre du laplacien agissant sur les fonctions d'une variété compacte en 
fonction d'invariants géométriques, et fait l'objet d'un vaste littérature. Des 
résultats importants ont en particulier été obtenus concernant la minora- 
tion de la première valeur propre du laplacien. J. Cheeger en a donné une 
estimation en fonction d'une constante isopérimétrique : 

Définition 1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe de 
dimension n. On définit la constante de Cheeger h de la variété (M, g) par 

. . . , Vol S 

h(M, g) = inf ■ 



S min(VolMi,VolM 2 ) 



où S parcourt l'ensemble des sous-variétés fermées de dimension n — 1 de M 
qui partitionnent M en deux sous-variétés M\ et Mi dont le bord est S. 

Théorème 2 (|Ch70j). Si (M, g) une variété compacte connexe, alors 
\i(M,g) > MM^L^ qù Ai (M, 5) est la première valeur propre du laplacien 
agissant sur les fonctions de M. 

Si on ajoute une hypothèse sur la courbure de Ricci, on peut encadrer la 
première valeur propre en fonction de la constante de Cheeger : 

Théorème 3 (|Bu82j). Soit (M, g) une variété compacte connexe de di- 
mension n. Si Ric(iVf, g) > — (n — l)ag alors Ai (M, g) < r(n)(y / â/i(M, g) + 
h(M, g) 2 ), où a est une constante positive et r(n) une constante ne dépendant 
que de la dimension. 

Une autre approche est de minorer cette valeur propre en fonction de 
bornes sur la courbure et le diamètre de la variété. Un premier résultat a été 
obtenu par M. Gromov : 

Théorème 4 (|Gr80j). Soit a et d deux réels strictement positifs et n un 
entier. Il existe une constante c(n, a,d) > telle que si (M, g) est une var- 
iété riemannienne de dimension n dont le diamètre et la courbure de Ricci 
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vérifient diam(M, g) < d et Ric(M, g) > — ag, alors 

X 1 (M,g)>c. 

Il existe d'autres contributions à ce type de minoration ([LY80J, [BBG85J), 
et l'estimation du théorème 0] a été affinée. En particulier, Cheng et Zhou 
donnent dans |DZ95J : 

2 

c = e"^"^, avec c„ = maxWn - 1, y/2}, 
dr 

Le spectre du laplacien de Hodge-de Rham agissant sur les formes dif- 
férentielles a été moins étudié, et la question se pose naturellement de savoir 
si les théorèmes El et 0] se généralisent aux formes. Rappelons que si (M, g) est 
une variété connexe compacte orientable, le laplacien est défini sur l'ensemble 
Çl p {M) des formes différentielles de degré p de M, < p < n par 

A p = d5 + 5d, 

où d est la différentielle extérieure et ô son adjoint formel pour la norme I? 
sur fF(M). La dimension du noyau de A p est égale au p-ième nombre de 
Betti de M, et son spectre est discret. On notera 

= X P ,o{M,g) < X p> i(M,g) < A P , 2 (M, <?) < < \ p , k {M,g) <■■■ 

les valeurs propres de A p , en répétant les valeurs propres non nulles s'il y a 
multiplicité. Si p = 0, on retrouve le laplacien agissant sur les fonctions. 

L'étude du laplacien de Hodge-de Rham montre que le comportement 
du spectre pour 1 < p < n — 1 est différent du spectre du laplacien agis- 
sant sur les fonctions. En particulier, le théorème Q] ne se généralise pas aux 
formes différentielles, même avec l'hypothèse plus forte de courbure section- 
nelle bornée. En effet, C. Colbois et G. Courtois ont donné dans [CC90J 
des exemples de variétés admettant des petites valeurs propres, c'est-à-dire 
qu'on peut faire varier leur métrique de sorte que la ou les premières valeurs 
propres non nulles tendent vers zéro, le diamètre et la courbure sectionnelles 
restant bornés. 

Le théorème 0]précédent soulève la question de savoir à quelles conditions 
une variété admet une petite valeur propre à diamètre et courbure bornés. 
Un début de réponse a été donné par B. Colbois et G. Courtois dans (DC90J 
en montrant qu'on peut obtenir pour les formes différentielles un résultat 
semblable au théorème 0] si on se donne une hypothèse supplémentaire sur 
le rayon d'injectivité de la variété : 
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Théorème 5. Pour tous réels a, d, et r strictement positifs et tout entier 
n, il existe une constante d (n, a, d,r) > telle que si (M, g) est une variété 
riemannienne compacte connexe de dimension n vérifiant diam(M, g) < d, 
\K(M,g)\ < a et inj(M, g) > r, où K(M,g) et inj(M, g) désignent respec- 
tivement la courbure sectionnelle et le rayon d'injectivité de M , alors 

X p> i(M,g) >d, 

pour tout p. 

Ce résultat a été amélioré par S. Chanillo et F. Trêves, qui donnent une 
valeur explicite de la constante d du théorème El et en mettant en évidence 
le rôle du rayon d'injectivité dans cette constante ([CT97J) : 

\ p ,i(M,g)>c"(n,a,d)-r 4n2+in - 2 . (6) 

Une conséquence immédiate est que si (M/ 1 ,^) est une suite de variétés rie- 
manniennes de dimension n de diamètres et courbures uniformément bornés 
telle que Àp i i(Mj, gi) tende vers zéro pour un certain p, 1 < p < n, alors 
mj(Mi,gi) tend aussi vers zéro (remarque : si le diamètre et la courbure sec- 
tionnelle sont bornés, minorer le rayon d'injectivité est équivalent à minorer 
le volume). Plus simplement, si on se donne une variété compacte M et qu'on 
fait varier sa métrique à diamètre et courbure bornée de sorte que A Pj i tende 
vers zéro, alors son rayon d'injectivité tend vers zéro, c'est-à-dire qu'elle s'- 
effondre. Cette condition a des conséquences topologiques importantes. En 
particulier, si (M,gi) tend pour la distance de Gromov-Haussdorf vers une 
variété de dimension inférieure, K. Fukaya a montré (entre autres choses) 
dans |Fn87hj et |Fn89j que M possède une structure de fibré dont la base est 
la variété limite : 

Théorème 7. Soit (Mj,^) une suite de variétés compactes de dimension n 
et (N,h) une variété riemannienne compacte de dimension m < n. Si pour 
tout i la courbure sectionnelle de Mi vérifie \K(M,gi)\ < 1, et si (M,gi) 
converge vers (N, h) pour la distance de Gromov-Hausdorff, alors pour tout 
i suffisamment grand il existe une fibration tti : Mi — > N dont la fibre est 
une infranilvariété. 

Cependant, il n'est pas suffisant que le rayon d'injectivité tende vers zéro 
pour pour que la première valeur propre non nulle du laplacien tende vers 
zéro. On peut par exemple considérer le produit riemannien d'une variété 
(N, h) quelconque munie d'une métrique fixée avec un tore plat dont on fait 
tendre le diamètre vers zéro : le rayon d'injectivité du produit tend vers zéro, 
mais son spectre est la réunion des spectres de (N, h) et du tore, et donc ne 
contient pas de petites valeurs propres. Ce la motive la 
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Question 8. A quelles conditions une variété qui s'effondre admet-elle une 
— ou plusieurs — petites valeurs propres ? 

Par ailleurs, la minoration (j^J n'est a priori pas optimale, en particulier 
en ce qui concerne l'exposant du rayon d'injectivité. Il se pose donc aussi la 

Question 9. Peut-on améliorer la minoration de la première valeur propre 
non nulle du laplacien de Hodge-de Rham ? 

Des réponses précises aux questions |H1 et El ont été apportées dans des 
situations topologiques ou géométriques particulières. C'est le cas des lim- 
ites adiabatiques : si {M, g) est une variété riemannienne compacte, A une 
distribution de sous-espaces de TM et B la distribution orthogonale à A, on 
peut écrire la métrique g sous la forme g = gA © 9b où qa et gs sont des 
métriques sur A et B respectivement, et définir sur M la famille de métriques 

Çt = t 2 gA®9B- 

La limite de (M,g t ) quand t — ► est appelée « limite adiabatique ». Dans 
le cas où M est un fibré riemannien, la distribution A est la distribution 
verticale T v M, B la distribution horizontale T H M, et on fait tendre le 
diamètre de la fibre vers zéro par des homothéties de rapport t. Pour un 
tel effondrement, Mazzeo et Melrose ont montré ([MM90J) que le nombre de 
valeurs propres de l'ordre de t 2 quand t tend vers zéro peut se calculer à 
l'aide de la suite spectrale de Leray du fibré (notons que Forman, Alvarez 
et Kordyukov ont généralisé ce résultat aux feuilletages riemanniens dans 
[Fo95] et |ALK 00j). Cependant, dans une situation de limite adiabatique, la 
courbure n'est en général pas bornée, en particulier si la fibre n'est pas un 
tore. D'autre part, on peut en général effondrer le fibré sur sa base autrement 
que par homothétie de la fibre. 

Par ailleurs, B. Colbois et G. Courtois ont étudié dans [DCQQj le cas où 
M est une variété de dimension n + 1 qui tend pour la distance de Gromov- 
Hausdorff vers une variété (N, h) de dimension n et donnent des estimations 
plus précises de la ou les premières valeurs propres non nulles en fonction de 
la topologie de M et de la géométrie de l'effondrement. Selon le théorème 
on sait que M est nécessairement un fibré en cercle sur N, et l'hypothèse 
d'orientabilité sur M assure que ce fibré est principal. La topologie de ce 
fibré est caractérisée par sa classe d'Euler [e] G H 2 (N,Z) (cf. [BT82], p. 72). 
En notant e(M) le représentant harmonique de la classe de cohomologie [e] 
pour la métrique h sur N, on a alors : 

Théorème 10. Soit a et d deux réels strictement positifs et (N, h) 
une variété riemannienne de dimension n. Il existe des constantes 
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So(n,a,d,(N,h)) > et Cj(n, a, d, (N, h)) > pour i = 1,2,3 telles 
que si (M, g) est une variété riemanienne de dimension n + 1 vérifiant 
diam(M,sr) < d, \K(M,g)\ < a et e = d GH ((M,g),(N,h)) < e , alors 
on a, pour 1 < p < n, 

10.1. X P)mp+1 {M,g)>C i; 

10.2. Si e^O, alors C 2 \\e{M)\\ 2 2 e 2 < \i,i{M,g) < C 3 \\e{M)\\ 2 2 e 2 ; 

10.3. Si dimH 2 (N,R) = 1, alors 

C 2 \\e(M)\\ 2 e 2 < X p>k (M,g) < C 3 \\e(M)\\ 2 e 2 pour 1 < k < m p ; 
avec m p = b p (N) + b p -i(N) - b p (M). 

Remarque 11. Si e = 0, par exemple si le fîbré est trivial, on a m p = 
pour tout p. Le théorème se réduit alors à 110.11 D'autre part, si e / alors 
rai = 1. Xi t i(M,g) est donc la seule petite valeur propre pour les 1-formes. 

Remarque 12. B. Colbois et G. Courtois montrent aussi dans |CC00j que 
si dimH 2 (N, M) > 1, on ne peut pas trouver de constante C 2 vérifiant 110.31 
qui soit indépendante de la topologie de M. 

Remarque 13. Le théorème isole les rôles de la topologie (par l'intermé- 
diaire de e(M)) et du rayon d'injectivité (qui est de l'ordre de e quand e 
tend vers zéro) dans la minoration de la première valeur propre non nulle 
du laplacien. On voit donc que dans la situation d'un fibré en cercle qui 
s'effondre, si le laplacien admet une petite valeur propre, elle se comporte 
asymptotiquement comme le carré du rayon d'injectivité. 

Dans des situations topologiques et géométriques plus générales, on ne 
connait pas de résultat semblable. Cependant, en ce qui concerne la question 
IH1 J. Lott a apporté une contribution importante dans jLo02b] et jLo02aj en 
définissant un opérateur limite pour le laplacien, c'est-à-dire un opérateur 
dont le spectre est la limite du spectre de laplacien de Hodge-de Rham quand 
la variété s'effondre, le nombre de valeurs propres petites ou nulles étant 
alors donné par la multiplicité de la valeur propre nulle dans le spectre de 
l'opérateur limite. Dans le chapitre 1, nous exposerons la construction de cet 
opérateur limite, ainsi que les conditions nécessaires à l'existence de petites 
valeurs propres que Lott en déduit. 

Les chapitres 2 et 3 seront consacrés à l'étude, pour des fibrés munis 
d'une structure homogène — construits plus précisément comme quotients 
d'un groupe de Lie résoluble G par un réseau cocompact T — , du spectre 
du laplacien A^ nt) restreint à l'espace de dimension finie Q P (M) des formes 
différentielles invariantes lors d'effondrements par des métriques homogènes, 
afin de mettre en évidence comment varie précisément le nombre de petites 



V 



valeurs propres en fonction de la topologie du fibré et de la géométrie de 
l'effondrement. En effet, les petites valeurs propres de A^ ni) sont aussi petites 
valeurs propres de A p , et dans le cas où le groupe G est nilpotent, J. Lott a 
montré réciproquement que la recherche de petites valeurs propres de A se 
ramène à l'étude de A% nv : 

Proposition 14 ( [!Lo02bp . il existe des constantes a(n), a'(n) et c(n) 
strictement positives telles que si M est une infranilvariété de dimension 
n munie d'une métrique homogène pour laquelle ||-R||oo diam(M) 2 < a', où 
||H[|oo es t l a norme du tenseur de courbure, et si a est une forme propre du 
laplacien sur M dont la valeur propre A vérifie À < adiam(M) -2 — cHUH^, 
alors a est invariante. 

Cependant, ce résultat ne se généralise pas à tous les groupes résolubles. On 
en verra un exemple au paragraphe 12.7.21 

Dans le chapitre 2, nous étudierons des fibrés de fibre T n sur la base 
S . Le fait qu'une variété qui s'effondre sur un cercle admette une structure 
de solvariété est déjà connu ([Pe89], |Tn97p . Nous en ferons une construc- 
tion explicite dans un cas simple : les fibrés considérés seront définis comme 
suspension d'un difféomorphisme linéaire de la fibre T n représenté par un 
élément A S SL„(Z). De plus, nous ferons l'hypothèse simplificatrice que 
A admet un logarithme réel. Les principales propriétés du spectre que nous 
allons mettre en évidence sont données par le 

Théorème 15. Soitn >2,A£ SL n (Z) et B G M n (R) tels que A = exp(S), 
d la dimension du sous-espace caractéristique associé à la valeur propre 
de B et d' la dimension de son noyau. Il existe un groupe G = G(B) C 
GL n+ 2(M) et un réseau F C G tel que F\G soit homéomorphe au fibré M de 
fibre T n de fibration p : M — » S 1 construit par suspension du difféomorphisme 
A. Si de plus on suppose que les métriques sur M sont homogènes et telles 
que p soit une submersion riemannienne pour une métrique de volume 1 sur 
S , alors : 

15.1. dimKer Aj nv = d' + 1 et Aj nv admet n — d' valeurs propres non nulles 
distinctes ou non. 

15.2. Pour tout a > 0, il existe une constante c(B,a) > telle que pour 
toute métrique invariante g sur M dont la courbure sectionnelle vérifie 
\K(M,g)\ < a, on a X l ™(M,g) < c, pour tout i. 

15.3. Si d ^ n, alors pour tout a > 0, il existe une constante c(B,à) > 
telle que pour toute métrique g sur M la courbure sectionnelle vérifie 
\K(M,g)\ <a,ona X^_ d , +1 (M, g) > ë. 
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Si d = n et d! 7^ n, alors G est nilpotent, et il existe une suite de 
métriques g £ sur M telle que la courbure soit uniformément bornée et 
\ 1 ™(M, g e ) — ► quand e — > 0, pour tout < i < n - d' . 
Si d = d' = n, alors G = M. n , M est un tore et les formes harmoniques 
sont exactement les formes invariantes. 
15.4- Pour tout k < d — d' , il existe une famille de métriques g £ sur M 
de courbure et diamètre uniformément bornés par rapport à e et une 
constante c"(B,k) > telle que \ % ™{M,g^) — > pour i < k quand 
e^O, et \™ +1 (M,g%) > c" si k <n. 

Remarque 16. Le point [Tïï^H montre que le nombre de petites valeurs pro- 
pres peut, quand la topologie le permet, fortement varier avec la géométrie 
de l'effondrement. Cette situation diffère donc du cas où la fibre est de di- 
mension 1, étudié par B. Colbois et G. Courtois dans jCCOOj. 

Remarque 17. La démonstration de ll5.4l met en évidence le fait que dans 
le cas d'un effondrement par homothéties de la fibre (situation de limite 
adiabatique) , il n'y a pas de petites valeurs propres. 

Remarque 18. Une conséquence immédiate du résultat fl 5 .31 est que si tout 
le spectre de Aj nv tend vers zéro, alors le groupe G est nilpotent. 

D'autre part, ce théorème permet de donner une condition nécessaire et 
suffisante sur B pour l'existence de petites valeurs propres pour les 1-formes : 

Corollaire 19. Sous les hypothèses du théorème li,5| il existe une suite de 
métriques homogènes g £ sur M telle que X l ™(M,g £ ) — > quand e — > si et 
seulement si d ^ d' (i.e. si la réduite de Jordan de B a un bloc nilpotent non 
nul). 

Remarque 20. Les résultatsEletEIlmontrent que le comportement asymp- 
totique du spectre de Aj nv est essentiellement lié à la nature, de la partie 
nilpotente de la réduite de Jordan de i?. En effet, le bloc nilpotent est car- 
actérisé par les invariants d et d' de B. 

Dans le cas des p-formes, p > 2, la situation est plus complexe, et en 
particulier le corollaire n'est pas vrai pour n et p quelconque (on verra 
au paragraphe 12.7.11 qu'il peut exister une petite valeur propre pour les 2- 
formes alors que B n'a pas de bloc nilpotent). On peut cependant donner 
une condition nécessaire à l'existence de petites valeurs propres, à savoir que 
B n'est pas semi-simple. En effet, on a le : 

Théorème 21. Sous les hypothèse du théorème Mb] si B est semi-simple, 
alors il existe c"(B,a) > tel que pour toute métrique homogène g sur M 
dont la courbure sectionnelle vérifie \K(M, g)\ < a, on a A*™ (M, g) > c" . 
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Dans le chapitre 3, nous allons nous intéresser à des fibrés en tore T k 
sur le tore T 2 muni d'une structure de fibré principal. Leur topologie est 
assez simple. On sait en effet qu'un fibré principal en tore sur le tore peut 
être muni d'une structure de nilvariété ((Pe89j). On va ici montrer un résul- 
tat plus précis en utilisant le fait que la base est de dimension 2 : ce fibré 
est difféomorphe au produit d'un tore et d'une nilvariété de dimension 3. 
Puis on calculera le spectre du laplacien restreint aux formes différentielles 
invariantes en supposant le fibré muni d'une métrique homogène. 

On obtient le résultat suivant : 

Théorème 22. Soit M un fibré principal non trivial en tore T n sur le tore 
T 2 . Alors 

22.1. M est une nilvariété et, si n > 2, M est homéomorphe à N x T™ -1 , 
où N est une nilvariété de dimension 3. 

22.2. Il existe un vecteur V vertical (tangent à la fibre T n ) tel que si M est 
muni d'une métrique homogène, alors pour tout p G [l,n + 1], ^ nv 
admet une unique valeur propre non nulle À. Sa multiplicité est Cn 1 , 
et À = Vol(B)~ 2 \V\ 2 , où Vol(-B) est le volume de la base du fibré pour 
la métrique induite. 

Remarque 23. Le produit du 122.11 n'est pas nécessairement riemannien 
pour les métriques considérées. Le spectre ne peut donc pas se déduire di- 
rectement de la formule de Kùnneth. 

Remarque 24. On voit que contrairement à la situation du théorèmeE3 un 
effondrement par homothéties de la fibre produit une petite valeur propre, et 
que A est alors proportionnelle au carré du diamètre de la fibre, à topologie 
fixée. 

Remarque 25. Dans le cas où n = 1, la remarque précédente rejoint les 
résultats de B. Colbois et G. Courtois qui étudient dans jCCQQ] le spectre des 
fibrés en cercles sur des bases quelconques et sans restrictions sur la métrique. 
Mais si la dimension de la fibre est plus grande (n > 2), un phénomène 
nouveau apparaît : il existe dans ce cas des effondrements du fibré tels que 
À ne tende pas vers zéro. Nous en donnerons des exemples au paragraphe 
13.21 Si n > 2, le nombre de petites valeurs propres ne dépend donc pas 
uniquement de la topologie. Cependant, on a pas de liberté sur ce nombre 
comme en 115.41 

Dans une deuxième partie, du chapitre 4 au chapitre 7, nous allons nous 
intéresser à la question EO Le théorème ^] ne considère que des fibrés dont 
la fibre est de dimension fixée égale à 1 ; on peut se demander dans quelle 
mesure il se généralise aux fibres de dimension plus grande. Nous allons 
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ici nous intéresser plus précisément aux situation de fibrations principales 
s 'effondrant sur leur base, la fibre étant alors un tore (ce sont les seules 
infranil variétés possédant une structure de groupe). Notre but dans cette 
seconde partie est d'arriver au résultat suivant : 

Théorème 26. Soit a et d deux réels strictement positifs, n un entier et 
(N,h) une variété riemannienne de dimension strictement inférieure à n. 
Il existe des constantes Eo(n,a,d,(N,h)) > et C(n,a,d,(N,h)) > 
telles que si (M, g) est une variété riemannienne de dimension n vérifiant 
diam(M, g) < d, \K(M,g)\ < a et si ir : (M, g) — > (N,h) est une fibration 
principale de fibre T k qui soit une e- approximation de Hausdorff avec s < eq, 
alors 

Xi,i(M,g)>C-Vo\ 2 (M,g). 

Remarque 27. On obtient une minoration en fonction du volume de la 
variété et pas en fonction du rayon d'injectivité, mais avec un exposant égal 
à 2, indépendamment de la dimension de la variété. 

Ce résultat soulève deux questions qui restent ouvertes : 

Question 28. Peut-on obtenir une minoration en fonction du rayon d'in- 
jectivité avec un exposant indépendant de la dimension ? 

Question 29. Peut-on généraliser ce résultat aux p-formes différentielles, 
pour tout p ? 

Nous commencerons dans le chapitre 4 par discuter de la topologie des 
fibrés principaux en tore, dans le but de déterminer un invariant topologique 
généralisant la classe d'Euler des fibrés en cercle et qui pourra être utilisé 
pour contrôler le spectre. 

Dans le chapitre 5, nous étudierons comment, dans le cas d'un fibré prin- 
cipal en tore T k muni d'une métrique invariante, on peut se ramener à l'é- 
tude des petites valeurs propres du laplacien à celle du spectre du laplacien 
resteint aux formes différentielles invariantes par l'action de T k . Dans le cas 
des formes différentielles d'un fibré en cercle, Colbois et Courtois donnent, 
avec certaines hypothèses sur la métrique, une minoration du spectre sur 
l'orthogonal des formes invariantes : 

Théorème 30 ([CCOOJ). Soit (N n ,h) une variété compacte, S 1 ^ 
M n+1 — > N un S 1 -fibré principal, et g £ une métrique S 1 -invariante sur M 
telle que \K(M,g e )\ < a, diam(M, g £ ) < d et que la longueur des fibres soit 
inférieure à e. Il existe des constantes C = C(n,a,d,(N,h)) et p = p(n) 
telles que toute forme propre de valeur propre A < est S 1 -invariante. 
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Nous allons démontrer un résultat semblable à celui de Colbois et Courtois, 
mais sans utiliser d'hypothèse sur le diamètre et la courbure du fibré, et 
en donnant une minoration plus précise du spectre du laplacien restreint à 
l'orthogonal des formes invariantes : 

Théorème 31. Soit (M, g) un fibré principal en cercle muni d'une métrique 
S 1 -invariante. On note Iq le maximum des longueurs des fibres. 

(2tt \ 2 
— ) , alors les formes propres 
h ) 

associées sont S 1 -invariantes. 

(2tt \ 2 
— j du théorème est optimale, en ce sens 

qu'il existe des fîbrés pour lequelles elle est égale à une valeur propre associée 
à une forme propre non invariante. En effet, (^f-) est la première valeur 
propre du cercle de longueur l. Dans le cas d'un fibré trivial M = N x S 1 
muni d'une métrique produit, les formes différentielles de la formes a A / où 
a est une p-forme harmonique de N et / une fonction propre de S 1 seront 
des formes propres de A p , de même valeur propre que /. Comme la fonction 
/ n'est pas constante, les formes propres associés à la valeur propre ( 2 y E ) ne 

sont pas toutes invariantes. Comme (^f-) 2 est le Ao,i du cercle de longueur 

l, la constante (rf) du théorème 0^ peut s'interpréter comme la borne 
inférieure sur l'ensemble des fibres de la première valeur propre du laplacien 
agissant sur les fonctions de la fibre. Dans le cas des fîbrés en tore, on peut 
montrer un résultat semblable, faisant intervenir la première valeur propre 
du laplacien A restreint au tore : 

Théorème 33. Soit k G N* , T k w M ^ N un fibré en tore T k , g une 
métrique invariante sur T k et f une fonction sur N strictement positive. 
Supposons que M est muni d'une métrique T k -invariante g telle que pour 
tout x G N, la restriction g x de g à la fibre ir~ 1 (x) vérifie g x < f{x) ■ g. 

Soit X une valeur propre du laplacien agissant sur les formes différen- 
tielles de M. Si A < (sup f{x))~ 1 ■ Ào, i(T k ,g), alors les formes propres as- 

sodées sont T k -invariantes. 

Remarque 34. Comme pour le théorème!^ la constante est optimale dans 
le cas d'un fibré trivial muni d'une métrique produit. 

On peut déduire du théorème Œl une inégalité en fonction du maximum 
des diamètres des fibres. Cependant, on doit ajouter une hypothèse sur la 
métrique g. On verra en effet que la donnée d'une borne sur le diamètre des 
fibres ne permet pas de majorer la fonction / du théorème IÏÏÏÏ1 
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Corollaire 35. Soit k G N* , T k ^ M A N un fibre en tore T k , et g une 
métrique invariante sur T k . Supposons que M est muni d'une métrique T k - 
invariante telle que pour tout x € N , la restriction de la métrique à la fibre 
7r _1 (x) soit proportionnelle à g. 



Soit A une valeur propre du laplacien. Si À < ( — ) , où do est le maxi- 

\doJ 

mum des diamètres des fibres pour la métrique induite par g, alors les formes 
propres associées sont T k -invariantes. 

Remarque 36. La démonstration des deux théorèmes met en évidence le 
fait que si la multiplicité d'une valeur propre est impaire, alors le sous-espace 
propre associé contient des formes invariantes. 

Le chapitre 6 aura pour but de montrer que pour obtenir le théorème l26l 
on peut se ramener à une situation géométrique plus simple. En particulier, 
on montrera qu'une métrique de courbure et diamètre bornés sur le fibré 
est proche d'une métrique invariante pour laquelle les fibres sont totalement 
géodésiques : 

Théorème 37. Soient a et d deux réels strictement positifs, n un entier 
et (N, h) une variété riemannienne de dimension strictement inférieure à 
n. Il existe des constantes £o{n, a, d, (N, h)) > ; r(n, a, d, (N, h)) > et 
T'(n,a,d,(N,h)) > telles que si (M, g) est une variété riemannienne de 
dimension n vérifiant \K(N,h)\ < a, \K(M,g)\ < a, diam(M, g) < d et 
si 7r : (M, g) — > (N, h) une fibration principale de fibre T k qui soit une e- 
approximation de Hausdorff avec s < Eq, alors il existe des métriques g et h 
sur M et N respectivement et une fibration principale tt' : (M, g) — ► (N, h) 
telles que 

1. L'action de T k sur (M, g) est isométrique ; 

2. Les fibres de la fibration 7r sont totalement géodésiques ; 

3. —g < g < rg et -h < h < rh ; 
r r 

4- La restriction de g à la fibre est telle que diam(7r /_1 (x)) < r'e, pour 
tout x £ N. 

Remarque 38. On verra aussi que si l'on suppose que la métrique g sur M 
est T fc -invariante, alors on peut remplacer dans le théorème 03 l'hypothèse 
sur la courbure de (M, g) par l'hypothèse plus faible K(M,g) > —a. 

Enfin, dans le chapitre 7, nous démontrerons le théorème [2^1 en utilisant 
les résultats des chapitres 4 à 6, et nous discuterons de la possibilité d'ex- 
primer la constante C du théorème EHl en fonction d'invariants géométriques 




de (N, h). 
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Une grande partie des chapitres et 01 a été publiée sous une forme 
légèrement différente dans |.Ia,03j . et l'article |.Ta04j contient — entre autres 
choses — la démonstration du théorème EID 



XII 



Chapitre 1 



Existence de petites valeurs 
propres du laplacien 



1.1. Un exemple : la nilvariété d'Heisenberg de di- 
mension 3 

Nous allons commencer par présenter un exemple de variété compacte 
admettant une petite valeur propre. Cet exemple nous sera utile par la suite 
car il illustre un certain nombre de phénomènes. 

On considère le groupe d'Heisenberg de dimension 3 



C'est un groupe nilpotent, difféomorphe à M 3 , et son centre vérifie Z(G) = 



, G] = {( 010 ) ,z G M}. On note T le sous-groupe de G formé des matrices 



à coefficients entiers. C'est un sous-groupe discret cocompact de G, et on 
définit la nilvariété d'Heisenberg de dimension 3 par N = T\G. Sa topologie 
peut être décrite de trois manières : 

- par construction c'est une nilvariété, c'est-à-dire le quotient d'un 
groupe nilpotent par un sous-groupe cocompact ; 

- c'est aussi un fibré en tore sur le cercle dont les fibres sont, dans la 
paramétrisation donnée par 1)1. les sous- variétés d'équation x = c te . 
Ces sous- variétés de G sont difféomorphes à M 2 , et leurs quotients dans 
N sont des tores ; 

- enfin, c'est un fibré principal en cercle sur le tore, les fibres étant 
définies comme les orbites de l'action du centre Z(G) sur N. 




(1.1) 
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Soit X, Y et Z les champs de vecteurs invariants à gauche sur N engen- 
drés en (0,0,0) par d/dx, d/dy et d/dz. Ces champs passent au quotient 
sur N, et vérifient [X, Y] = Z et [X, Z] = [Y, Z] = 0. On va, à l'aide de ces 
champs, construire une famille de métrique pour laquelle le diamètre et la 
courbure seront uniformément bornés : soit a, (3 et 7 trois réels positifs fixés. 
Pour tout e s]0, 1], on définit sur N la métrique g £ comme étant la métrique 
invariante à gauche telle qu'en tout point, la base (X £l Y e , Z e ) définie par 
X e = £~ a X, Y £ = £~@Y et Z £ = £~ 1 Z soit orthonormée. Les crochets de Lie 
entre les champs de vecteurs de cette base sont 

[X E ,Y e \ = Zr a ~P et [X £ , Z e ] = [Y £ , Z £ ] = 0. (1.2) 

Comme les paramètres a, (3 et 7 sont positifs, les normes de X, Y et 
Z pour la métrique g £ sont inférieures à 1, donc le diamètre de N reste 
borné quand e varie. D'autre part, comme les champs X e , Y £ et Z £ sont 
invariants, le tenseur de courbure peut s'écrire en fonction des coefficients 
des crochets de Lie entre ces champs. On impose donc à a, (3 et 7 de vérifier 
r = 7 — a — (3 > 0, de sorte que la courbure reste elle aussi bornée. 

Comme la métrique sur N est invariante à gauche, l'espace des 1-formes 
différentielles invariantes est stable par le laplacien. On va calculer son spec- 
tre en restriction à cet espace. On peut déduire de (jl.2|) que 

dXl = dy e b = et dZ b £ = -£ T X\ A Y^ (1.3) 

où désigne la 1-forme duale de U pour la métrique g £ , et donc que 

b{X" £ A Y" £ ) = -fZ\ et b{X\ A Z\) = b{Y h £ A Z" £ ) = 0. (1.4) 

En restriction aux 1-formes invariantes, l'opérateur dô est nul. On a donc 
finalement 

AXl = AY £ b = et AZ\ = £ 2t Z\. (1.5) 

La forme différentielle Z\ est donc une forme propre de valeur propre A = £ 2t . 
On voit que si r > 0, par exemple si a = 1, j3 = 1 et 7 = 3, cette valeur 
propre tend vers 0. La variété N admet donc une petite valeur propre. On 
peut noter qu'en revanche, si r = 0, par exemple si a = f3 = 1 et 7 = 2, la 
valeur propre À ne tend pas vers zéro. La question |H1 doit donc être formulée 
de manière plus précise : 

Question 1.6. Comment varie le nombre de petites valeurs propres avec la 
géométrie de l'effondrement ? 
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1.2. Opérateur limite 



1.2.1. Le cas des fonctions 

Avant d'aborder la construction faite par J. Lott d'un opérateur lim- 
ite pour le laplacien de Hodge-de Rham, rappelons le résultat obtenu par 
K. Fukaya dans le cas des fonctions. Dans |Fu87aj . Fukaya montre l'exis- 
tence — sous certaines conditions — d'un opérateur limite pour le laplacien 
agissant sur les fonctions. 

Soit A4(n,d) l'ensemble des variétés riemanniennes (M n ,g) de dimension 
n telles que leur courbure sectionnelle et leur diamètre vérifient respective- 
ment \K(M, g)\ < 1 et diam(M, g) < d, et A&(M, g) la k-ième valeur propre 
du laplacien agissant sur les fonctions de M, les valeurs propres étant répétées 
s'il y a multiplicité. Le problème est d'étendre continûment pour tout k la 
fonction (M, g) — » Xk(M,g) à l'adhérence de A4(n, d) dans l'ensemble des 
espaces métriques compacts. C'est impossible si on munit cet ensemble de 
la topologie de Gromov-Hausdorff, mais Fukaya considère l'ensemble des es- 
paces métriques mesurés — i.e. muni d'une mesure de probabilité — muni 
de la topologie de Hausdorff mesurée définie comme suit : soit (Xi,fj,i) une 
suite d'espaces métriques mesurés. Elle converge vers (X, fi) s'il existe des 
applications mesurables ^ : — > X et une suite strictement positive £j 
vérifiant 

1 . lim e i = ; 

2. L'ej-voisinage de ^i(Xi) est X ; 

3. Pour tout p, q dans Xi, on a 

\d^i(p),^i(q))-d{p,q)\ < e t ; 

4. Pour toute fonction / sur X, on a 

lim f o ^idfii = / /d/i, 
i->oo J J 

c'est-à-dire que la mesure converge vers fi pour la topologie 

faible-*. 

Il obtient alors : 

Théorème 1.7. Soit Ai(n,d) l'adhérence de Ai(n,d) dans l'ensemble des 
espaces métriques mesurés, en munissant chaque variété (M n ,g) de sa 
mesure riemannienne normalisée. 
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1. La fonction \ k s'étend continuement à l'ensemble 
M(n, d)\{(point, 1)}. 

2. Pour tout (X,fï) G A4(n,d), il existe un opérateur auto-adjoint P(x,n) 
agissant sur L 2 (X,fj.) tel que X k (X, fj,) soit égal à la k-ième valeur 
propre de P(x,n) ■ 

3. Supposons que limi_ >0O (Mj, gî) = (X, /i). Soit <p k ,i une fonction propre 
normalisée associée à la valeur propre \ k (Mi,gi) et Ajy = {ipo^i,(p G 
L 2 (X,fi),Pç x , f i) i P = \ k (X,[i)<p}. Alors ]hn i - yoo d(A kl i, <fk,i) = 0. 

Remarque 1.8. Dans le cas où l'espace limite (X, /x) est une variété rieman- 
nienne, la mesure limite // et l'opérateur limite P(x,n) ne son t pas nécessaire- 
ment la mesure riemanienne ni le laplacien de la variété, comme le montre 
l'exemple suivant : 

Exemple 1.9. On considère le tore T 2 = {(s,t), s,t G S 1 }, c : S 1 — » M une 
fonction positive C°°, et la famille de métriques g e (c) définie sur T 2 par 

g e (c) = às 2 ®e 2 c(s) 2 àt 2 . 

Si / G C°°(T 2 ), on a alors 

A(T»,*(c))/(M) = -Cis)- 1 ^ (c( S )^/( S ,t)) - e 2 c(s) -2 c(s) - 2 |j_ /M) . 

Si on note X k (c) la /c-ième valeur propre de l'opérateur P c défini sur S 1 par 
P c (/)( S ) = -c( S )- 1 A( c(s )^ / ( s )), alors 

lim A fc (T 2 ,5r e (c)) = A fe (c), 

e— >0 

et 

lim(T 2 , 5£ (c)) = ( ( S 1 , / x) 

avec fi = c • ds. ■ 

Remarque 1.10. Les fonctions contenues dans ont la propriété d'être 
constantes sur chacun des ^ (x), x £ X. Cela signifie, dans le cas où les 
définissent des fibrations, que les fonctions propres ip k i sont approximées 
par des fonctions constantes sur les fibres. 

1.2.2. Construction de l'opérateur 

Récemment, J. Lott a généralisé le résultat de Fukaya aux formes dif- 
férentielles f |LoD2hj . |Lo02a| ). Nous allons ici présenter la construction de 
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l'opérateur limite en nous restreignant par soucis de clarté au cas d'un fibré 
F «— > (M, g) — > (N, h) sur une variété riemannienne dont la fibre est une nil- 
variété F = T\G, et qui tend pour la distance de Gromov-Hausdorff vers sa 
base. Nous noterons V a ^ la connexion sur F telle que les champs invariants 
à gauche soient parallèles. 

La première difficulté est de déterminer un espace sur lequel va agir 
l'opérateur limite. Dans la construction de Fukaya, l'opérateur Pix,n) du 
théorème 11. 71 agit sur L 2 (N), c'est-à-dire sur un espace de fonctions à valeurs 
réelles sur la base. Dans le cas des formes différentielles, on utilise un espace 
de formes différentielle sur la base, mais à valeur dans un espace plus grand 
que IL Plus précisément, on considère un fibré vectoriel gradué E = ©Jl ^ J 
sur la base dont chaque fibre est munie d'un produit scalaire gradué — i.e. 
tel que les E 1 soient orthogonaux entre eux — noté He, et on munit ce fibré 
d'une superconnexion A! de degré 1, c'est-à-dire d'un opérateur de la forme 

A! = a' [0] + A' m + A' [2] 

où 

- A[ 0] G C°°(N, Eom(E*,E* +1 )); 

une connexion sur E qui préserve la graduation ; 

- Aj 2] G ^(N^omiE^E*- 1 )). 

On peut étendre cette superconnexion par la règle de Leibniz à un opérateur 
sur l'espace Q(N,E) des formes différentielles sur N à valeur dans E. La 
métrique hjy et le produit scalaire He permettent de construire un produit 
scalaire sur f2(iV, E), et donc de définir un opérateur adjoint à A' noté (A')*, 
et un laplacien sur Q(N,E) par A E = A' (A')* + (A')* A'. On notera A P E la 
restriction de A E à a+6=p tt a (N, E h ). 

Pour construire le fibré sur lequel agit l'opérateur limite, J. Lott se 
ramène d'abord en utilisant [CFG92J au cas où (M, g) est un fibré affine 
riemannien : 

Définition 1.11. Un fibré riemannien F (M, g) — ► (N,h) est une fibré 
affine riemannien si : 

- le groupe de structure du fibré est contenu dans le groupe AS(F) des 
difféomorphismes de F qui préservent ; 

- M est muni d'une distribution horizontale T H M dont l'holonomie est 
dans Aff(F) ; 

- chaque fibre est munie d'une métrique gF b qui est parallèle par rapport 
à la connexion affine sur la fibre ; 

- N est muni d'une métrique Hn ; 
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- la métrique g sur M s'écrit g = hjy ®gF b relativement à la distribution 
T H M. 

En décomposant les formes différentielles de M en leurs parties verticale 
et horizontale, on peut écrire fi* (M) ~ Çl*{N, W), où W est un fibré sur 
N dont la fibre est isomorphe à Q*(F). Dans le cas d'un fibré affine, le 
groupe de structure du fibré M préserve V a ^ , et par conséquent l'action 
de ce groupe sur Q*(F) préserve le sous-espace des formes invariantes. On 
peut donc définir le sous-fibré E de W de fibre A*(n*), ainsi que l'espace 
Çl*{N,E) sur lequel va agir l'opérateur limite. On a de plus un plongement 
fl*(N,E) ^ fi* (M) qui permet d'identifier chaque élément de Q*(N,E) à 
une forme différentielle sur M parallèle pour la connexion . 

Selon les résultats donnés dans |BL95j sur les superconnexions, et en 
utilisant le fait que sur un tel fibré, l'espace des formes parallèles le long 
de la fibre est stable par l'action de la différentielle extérieure, cette dif- 
férentielle induit par l'intermédiaire du plongement Q(N,E) <^-> fi(M) une 
superconnexion sur E telle que A'^ soit la différentielle sur A*(n*), AL, soit 
la connexion sur le fibré E induite par T H M et A'^ soit le produit intérieur 

%T par la forme de courbure T de la distribution T H M. D'autre part, la 
métrique gp b induit un produit scalaire kg sur les fibres du fibré vectoriel E. 

La structure de fibré affine riemannien induit donc à la fois une super- 
connexion et un produit scalaire sur E, et permet par conséquent de définir 
un laplacien A^ sur Q,(N,E). En notant a(A v E ) le spectre du laplacien A E , 
J. Lott montre que dans cette situation, les petites valeurs propres du lapla- 
cien Am sur M sont celle de A P E f |Lof)2bj . théorème 1) : 

Théorème 1.12. Si M est un fibré affine riemannien sur N et si on note 
Rm et Rf les tenseurs de courbures respectivement sur M et sur Ff, pour la 
métrique gF b , diam(i ? ) la borne supérieure des diamètres des fibres et LT la 
seconde forme fondamentale des fibres, alors il existe des constantes a, a' et 
c qui ne dépendent que de dim(M) telles que si piHIoo diam(F) 2 < a' alors 
pour tout p < dim(M) ; 

a(A p M ) n [0,a- diam(F)- 2 - c(\\R M \\oo + Mil + \\T\\l)l = 
a(A p E ) [0,o • diam(F)- 2 - c([|i2 M ||oo + \Mlo + 

On est donc ramené à la recherche d'un opérateur limite sur Q(N,E). 
On ne peut considérer séparément la limite de la superconnexion A' et de la 
métrique Tig. En effet, A' ne dépend pas de la métrique sur M et donc elle 
est constante au cours de l'effondrement, et He dégénère donc sa limite ne 
permet pas de définir un opérateur adjoint comme (A')*. L'idée de Lott est 
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de considérer l'ensemble (Se x T~Ce), où Se est l'espace des superconnexions 
de degré 1 sur E et TCe l'espace des produits scalaires euclidiens sur E, 
et de quotienter cet ensemble par le groupe Ge des GL(£')-transformations 
de jauge sur E qui préservent la graduation. Il obtient alors le résultat de 
compacité suivant ( |Lofl2bj . théorème 3) : 

Théorème 1.13. Soit (N,h^) une variété riemannienne fixé, n > dim(iV), 
a > et e > 0. Il existe une partie compacte K(n,a,e) C (Se x T~Le)/Qe 
telle que si (M n ,g) est une variété riemannienne de dimension n telle que 
II-RmIIoo < a et dcH(M, N) < e, alors la classe d'équivalence du couple 
(A 1 , He) induit par g appartient à K . 

Étant donnée une suite de métriques (<?j)ieN qui effondre M sur sa base, 
on peut extraire de la suite [(A^, /ie,î)]î£N d'éléments de (Se x 7~Ie)/Ge une 
sous-suite qui converge vers une superconnexion limite qui permet de con- 
struire un laplacien limite Aoo, dont le spectre est la limite du spectre du 
laplacien sur M. 

Remarque 1.14. La suite [(A^fiE^)} ne converge pas nécessairement. On 
peut par exemple au paragraphe 11.11 prendre a = 0, (3 = 1 et choisir pour 
7 une fonction qui oscille entre 1 et 2. La première valeur propre va osciller 
entre 1 et t sans converger. L'opérateur Ag ne converge donc pas, ni la classe 
de (A' t ,h E , t ). 

Remarque 1.15. Pour l'étude du spectre sur les fonctions, on peut se 
resteindre au fibré E°, qui est un fibré trivial en droite réelle sur N. Cepen- 
dant, le produit scalaire h E o n'est pas trivial. Il correspond à la mesure sur 
l'espace limite dans le travail de Fukaya. 

1.2.3. Petites valeurs propres 

Pour déterminer la dimension du noyau de A^, on peut calculer la co- 
homologie H* (A 1 ) pour l'action sur Q(N,E) de la superconnexion limite A'. 
J. Lott calcule une majoration de cette dimension en utilisant la théorie des 
suites spectrales, et en remarquant le fait suivant : le terme Ar Q i de la su- 
perconnexion vérifie (yl| j) 2 = 0, et définit donc un complexe différentiel sur 
les fibre de E, dont la cohomologie H* (AL,) est un fibré vectoriel gradué sur 
N. De plus, la connexion AL, sur le fibré E passe au quotient sur H* (AL,) 
en une connexion plate, c'est-à-dire telle que (^-jx]) 2 = 0, et définit donc 
aussi un complexe différentiel dont la cohomologie est H* (N , H* (AL,)) . Les 
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premiers termes de la suite de Leray (£*'*, d r ) sont 

£*'* = Q*{N,E*), 

S{'* = Q*(N,H*(A\ 0] ))et 

^ = H*(N,H*(A[ 0] )), 

avec do = A', Q , et d\ = A',^ . Lott en déduit : 
Proposition 1.16. 

dimKerA^ £ dim (h*{N, H b (A' [0] ))) . 

a+b=p 

Cette formule peut se simplifier dans certains cas, en particulier pour les 
1-formes : 

Corollaire 1.17. 

dimKerA^ < b x (N) + dim(F). 

On peut noter que cette majoration est très générale, en ce sens qu'on ne 
fait pas d'hypothèse sur la structure du fibré, ni sur la géométrie de l'effon- 
drement. Cependant, le théorème énoncé en dans l'introduction montre 
que la topologie impose des restrictions sur le nombre de petites valeurs 
propres possible. En particulier, dans la situation du théorème El le cas 
d'égalité de la majoration donnée par le corollaire 11.171 n'est atteint que si 
G est nilpotent (cf. remarque fT8|) . 

Dans le cas d'un fibré en cercle, on obtient aussi une expression simple : 

Corollaire 1.18. Si M est un fibré en cercle sur N , alors 

dimA^ < b p (N) + bp-i(N) 

Cependant, on sait déjà f |CC00p qu'il y a nécessairement égalité dans l'iné- 
galité ci-dessus. 

D'autre part, Lott montre qu'une petite valeur propre ne peut être 
obtenue que selon trois mécanismes ([Lo02bJ, Th. 5) : 

Théorème 1.19. Soit gi une suite de métriques qui effondre M sur N. Sup- 
posons que limj^oo \i, p {M,gi) = 0. Alors au moins l'une des trois conditions 
suivantes est vérifiée : 

1. Il existe q G [0,p] tel que b q (F) < dimA 9 (ri*)) ; 
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2. Il existe q G [0,p] tel que l'holonomie du fibré de base N et de fibre 
H q (F) n'est pas semi- simple ; 

3. La suite spectrale de Leray qui calcule la cohomologie H* (M, R) du fibré 
M ne dégénère pas au rang 2. 

Les trois situations qui interviennent dans ce théorème sont illustrées 
par les trois descriptions topologiques de la nilvariété d'Heisenberg qu'on a 
données en ll.ll 

Dans le premier cas, le terme AL, i de la superconnexion dégénère quand 
i tend vers l'infini — c'est-à-dire que si on note (^4™ 00 , He) la limite de 
(^4j j i; hE,%) dans (Se x 7~Le)/Ge, la dimension du noyau de A'^ ^ est plus 
grande que celle du noyau de A'^ i — donc le laplacien restreint à la fibre ad- 
met une petite valeur propre. Géométriquement, cela signifie que la nilvariété 
F n'est pas un tore. Un exemple simple est donné par M = N x F muni d'une 
métrique produit, où F est la nilvariété d'Heisenberg de dimension 3, et de 
considérer sur F la suite de métriques définie en ll.ll avec (a, /3, 7) = (1, 1, 3). 

La deuxième condition signifie que le terme AL, i de la superconnexion 
dégénère quand i tend vers l'infini. L'exemple le plus simple est donné par la 
variété d'Heisenberg de dimension 3 vue comme fibré en tore sur le cercle : 
comme la fibre est plate, A'^ i = 0, et comme la base est de dimension 1, 
les 2-formes sur la base, et donc A'^ i} sont nulles. Cependant, si on prend 
a = 0, /3 = 1 et 7 = 2 en ll.ll on a bien une petite valeur propre. 

La troisième condition est illustrée par les situations de fibré principal. 
Si on considère la variété d'Heisenberg comme un fibré principal en cercle 
sur le tore T 2 , on a AL, i = (la fibre est plate) et l'holonomie de fibré 
E est nécessairement semi-simple car les fibres des fibrés (i?i)i=o,i sont de 
dimension 1. On verra d'autres exemples de fibrés principaux dans le chapitre 

01 

Le théorème 11 . 191 donne une condition nécessaire à l'existence de petites 
valeurs propres, ce qui répond à la question El mais pas à la question 11 .fil 

Dans le cas particulier d'une variété M, s'effondrant sur un cercle, Lott 
donne le corollaire suivant ( |Lo02hj . Cor. 4) : 

Corollaire 1.20. Soit gi une suite de métriques qui effondre M sur S 1 . Sup- 
posons que linij^oo Xx jP (M, gi) = 0. Alors au moins l'une des deux conditions 
suivantes est vérifiée : 

1. Il existe q G [0,p] tel que b q (F) < dimA 9 (n*)) ; 

2. Il existe q € [0,p] tel que si on note G Aut(H*(Z)) l'action de 
l'holonomie sur le fibré H*(Z), alors la réduite de Jordan de $> q ou 
^ q ^ 1 contient un bloc unipotent non trivial. 
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Le chapitre suivant sera consacré à une étude des situations de fîbrés en tore 
sur le cercle, qui illustrent le point 2 du théorème 11.191 
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Chapitre 2 

Effondrements homogènes de 
fibrés en tores sur le cercle 



2.1. Structure homogène 

Nous commençons par démontrer le début du théorèmeElen construisant 
le groupe G et le réseau V qui nous intéressent. Considérons un fibré M en 
tore T n sur le cercle qui est la suspension d'un difféomorphisme linéaire 93 
représenté par la matrice A E SL n (Z). Un tel fibré sera homéomorphe à 

M:=T n x [0,l]/(x,o)~( v (x),l), (2-1) 

Pour construire G, on va munir M n+1 d'une structure de groupe telle que 
Z n+1 \R n+1 = M. Si on note {x u ■■■ ,x n ,y) les éléments de R n+1 , une telle 
structure devra vérifier 

(ki, ■■■ ,k n ,0)- (xi, ■ ■ ■ ,x n ,y) = (xi +k x , ■ ■ ■ ,x n + k n ,y) (2.2) 

de sorte que les sous-espaces de IR n+1 d'équation y = c te passent au quotient 
comme des tores T n , et 

((),••• ,0,l)-(xi,--- ,x n ,y) = (A l (jYy + l) (2.3) 

de sorte que la structure de fibré soit bien celle définie par (|2,ip . Cette struc- 
ture est effectivement réalisée en définissant G comme l'image du plongement 



(x x ,--- ,x n ,y) 








Xl 


Ay 








6 


Xn 





1 







1 



(2.4) 
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Comme on se restreint aux matrices A qui admettent un logarithme B, l'- 
expression A y est bien définie en posant A y = exp(yB). On peut facilement 
vérifier que cette application est injective, que son image G est bien un sous- 
groupe de GL n+ 2(M) et que sa structure est bien celle définie par 1)2 .2|) et 
(|2..'-)|) . Enfin, l'image de Z n+1 par cette application est bien un sous-groupe 
discret de G, qu'on notera T. La variété M est donc homéomorphe au quo- 
tient T\G. 

Remarque : on peut vérifier que si A = (Jj), le groupe G obtenu est 
isomorphe au groupe d'Heisengerg de dimension 3 tel qu'il est présenté dans 
l'exemple du paragraphe ll.il 



2.2. Laplacien 

Soit Xi et Y les champs invariants à gauche engendrés en I n +2 respec- 
tivement par 





( 















d 





: ô 
• 1 

: 9 




et 3 ~ 
dy 


' B 








ô 




o o 




V o 






1 






U 





) 











(2.5) 



Ces champs vérifient [X^X,-] = et [Y, -Xi] = Yl7=i bjiXj. On peut re- 
marquer que l'application X [Y, X] est un endomorphisme de l'espace 

Q 

T{TyM) des champs de vecteurs invariants verticaux, c'est-à-dire l'espace 
engendré par les Xi, et dont la matrice est B. On notera / cet endomor- 
phisme. 

On fixe une métrique homogène g sur M en se donnant une base 

de l'espace T(TyM) , cette métrique étant telle que (Vi,-" ,V n ,Y) soit 
orthonormée en tout point. On notera (V^ , • • ■ ,V^,Y^) sa base duale, et 
C la matrice de / dans la base (Vi, ■ ■ ■ ,V n ). On va déterminer le spectre 
du laplacien restreint à l'ensemble Q l (M) G des 1-formes invariantes à 
gauche en fonction des coefficients de C. Plus précisément, on a le 

Lemme 2.6. La matrice du laplacien Aj nv dans la base (Vj , • • • , V£, Y b ) est 

ai .( ce n 

^inv ■ ■ 

V o-.-o o / 
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Démonstration : Les crochets de Lie entre les vecteurs de la nouvelle base 
sont 

n 

\V i ,V j ]=0et [Y,V i ] = Y J C ji V j . (2.7) 

3=1 

Soit a une 1-forme différentielle invariante. Sa différentielle extérieure est 
déterminée par la relation da(Ui, U2) = U\ ■ 0(1/2) — U2 ■ ot(U\) — a([Ui, U2]), 
où U\ et U2 sont des champs de vecteur. Si ces champs sont invariants à 
gauche, cette relation devient : da(Ui,U2) = — cx([Ui, C^])- On en déduit : 

n 

dY b = et dV> = Y1 c iJ Yb A V j b • ( 2 - 8 ) 
3=1 



les bases (Vf, • • • , V b , Y b ) et (Y b A V>, V> A Vh 




La matrice de la différentielle extérieure d : Q}(M) G — ► 1Î 2 (M) G sera, dans 

4' 



(2.9) 



Les deux bases sont orthonormées, donc la matrice dans ces bases de la 
divergence 6 : VL 2 (M) G — ► il 1 (M) G sera donc la transposée de la matrice 
ci-dessus. 

Comme la différentielle restreinte à Çl°(M) G est nulle, le laplacien A = 
6d + dô se réduit sur Q}(M) G à l'opérateur 5d. On en déduit la matrice du 
laplacien A inv restreint à r2 1 (M) G est, dans la base (V^, ■■■ , V b ,Y b ), 



-C 
0---0 0---0 



ô 


: 

ô 




(2.10) 



Remarque : On a fait ici le calcul pour un Y fixé, c'est-à-dire pour un 
certain choix de connexion du fibré. Mais si on choisit Y' tel que Y' — Y G 
T(T V M) et une métrique telle que (V±,--- ,V n ,Y') soit orthonormée, le 
résultat sera le même car on aura toujours [Y 1 , Vj\ = [Y, Vj\ = 5^j=i bjiVj. 

On peut noter que la métrique intervient par la réécriture de la matrice B 
dans une base orthonormée. Ce travail de renormalisation correspond dans 
le travail de J. Lott au passage au quotient de (Se x ~He) par le groupe 
de transformation de jauge Ge- Si deux métriques donnent la même ma- 
trice C, cela signifie que les deux éléments correspondants dans (Se x TÎe) 
appartiennent à la même classe dans (Se x TLe)/Ge- 
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2.3. Courbure 



Nous allons démontrer dans cette partie un lemme qui nous servira à 
faire le lien entre le contrôle de la courbure et l'existence de petites valeurs 
propres. 

Lemme 2.11. Soit a la borne supérieure de la valeur absolue de la courbure 
sectionnelle de (M, g). Il existe des constantes r(n) > et n(B) telle que 

r -1 a < Tr(C'C) <to + k. 

Démonstration : Rappelons tout d'abord l'expression suivante (dont le 
lecteur pourra trouver la démonstration dans |CE75| ) de la courbure sec- 
tionnelle K(U,V), où U et V sont deux champs invariants à gauche d'un 
groupe de Lie quelconque : 

K(U,V) = ^||ad^F + ad* v U\\ 2 - (ad* u U,ad* v V) (2.12) 

~\ Il [U, V}\\ 2 - \{[{U, V],V],U) - U],U],V). 

Nous allons appliquer cette relation aux champs de la base (Vi, Y). Pour cela, 
remarquons d'abord que les matrices de ady et ady sont, dans cette base 

ady: ( C \ ) et ady: ( _M ( 2 " 13 ) 
\o-o o / Vo -o / 

On en déduit ady. Y = 0, ady Y = 0, ady Vi = (HjVj et ady Vj = —CjiY, 
et donc que 

KQTM) = \\\^V£ -\\\%V^ 2 -\{[[V U YIYIV^ 



A ( C ij ^CijCji) 
3 

E4 + lE(%- c ^) 2 (2-14) 



4 

3 



4 

3 



et 



K(Vi, Vj) = 1|| ady. F, + ady. V^[| 2 - (ady. V h ad* Vj V 3 ) 
1 



4 



a ipij Cji) caCjj. (2.15) 
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D'autre part, comme C est la matrice de /, le terme de degré n — 2 du 
polynôme caractéristique est indépendant de la métrique choisie. Le calcul 
montre que son coefficient est k = Ylij( c ii c jj ~ c ij c ji)- On peut en déduire 
que 

n 

K{Vi,V 3 ) + K 
et donc que 

n n n 

4 = E ^ V i) - E K( - Y > ^) + « < + n)a + k, (2.17) 

i,j=l i , j = 1 i=l 

ce qui montre l'une des deux inégalités du lemme. La seconde découle du fait 
que la courbure sectionnelle s'écrit comme un polynôme homogène de degré 
deux relativement aux a*. ■ 




2.4. Petites valeurs propres 

Nous allons maintenant démontrer les résultats concernant le spectre de 

Démonstration de ll5.ll : Si U est un vecteur colonne tel que C l CU = 
0, alors tUCtCU = 0, et donc fCUW = 0. Par conséquent, dimKer C'C = 
dimKer*C = dimKer C = d! . Comme dimKer Aj nv = 1 + dimKer C l C, on 
a bien dim Ker Aj nv = d' + 1 . ■ 

Démonstration de 115.21 : C'est une conséquence directe du lemme 
12.111 : comme la trace de A| ntJ est celle de C*C, cette trace est majorée 
en fonction de a et B. Comme les valeurs propres de A} nv sont positives, 
chacune est majorée. ■ 

Démonstration de 115.31 : 

Supposons que d ^ n. Soit Eq le sous-espace caractéristique de / associé 
à la valeur propre 0. On notera Eq son orthogonal pour la dualité dans l'es- 
pace des 1-formes invariantes verticales. Comme d / n, l'espace Eq est de 
dimension non nulle. On va montrer que le quotient de Rayleigh est unifor- 
mément minoré sur .Eq", pour ensuite appliquer le principe du minimax. 

Remarques : comme les formes et les métriques considérées sont invari- 
antes, la norme ponctuelle d'une forme ne dépendra pas du point où on la 
calcule, ce qui permet d'écrire que R(a) = S- = j^rr- D'autre part, il 
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faut noter que la notion d'orthogonalité pour la dualité est indépendante 
de la métrique. En particulier, comme Eq est défini indépendamment de la 
métrique, Eq le sera aussi. 

Soit V b G Eq et {Vi) une base orthonormée de T(TyM) telle que 
(Vi,-- - , Vd) soit une base orthonormée de Eq (si d = et donc Eq = 0, 
on choisit alors (Vi) orthonormée quelconque, la suite de la démonstration 
restant valide). L'espace Eq est stable par /, donc Eq est stable par */, et 
la matrice de (*/W± dans la base (V^ +1 , • • • , V£) est t D, où D est une sous- 
matrice de C. Comme la relation (|2.8p peut s'écrire dv b = -y b a (*/)(v b ), 
on a 

|dy b | 2 = |(*/)(V b )| 2 > A|V b | 2 , (2.18) 

où À est la plus petite valeur propre de D t D. D'une part, le déterminant de 
cette matrice vérifie 

Det D l D = (Det l D) 2 = (Det(*/)| B x) 2 , (2.19) 

et donc DetD t D est indépendant du choix de la base (Vi). D'autre part, 
Det*(/|£±) est non nul. En effet, si t f\E±(a) = 0, alors a o / = 0, donc a 
est orthogonal à l'image de /, qui contient les sous-espaces caractéristiques 
de / autres que Eq, et par conséquent a est nul. On en déduit que A est 
uniformément minorée : s'il existe une suite de métriques telle que A — > 0, 
alors la plus grande valeur propre de D t D tend vers l'infini (car Det D t D 
est constant), ce qui est impossible puisque la courbure est bornée et que 
TrC*C > TrD l D (car D est une sous-matrice de C), et donc que la somme 
des valeurs propres de D t D est bornée. 

On a montré que le quotient de Rayleigh de a G Eq est minoré par 
une constante c(f, a) indépendante de la métrique et du choix de a. Comme 
dim Eq = n — d,\e principe du minimax nous dit donc que les n + 1 — d plus 
grandes valeurs propres de A} nv sont minorées par c. Comme dimKer Aj nv = 
d' + 1 et que dimQ 1 (M) G = n + 1, on en déduit que \ l ™ d , +1 1 > c. 

Si d = n, alors il existe P € GL n (M) tel que P~ 1 BP soit triangulaire 
supérieure avec des sur la diagonale, et comme P~ l AP = P~ l ex.p(B)P = 
exp(P^ 1 BP), la matrice P~ l AP sera triangulaire supérieure avec des 1 sur 
la diagonale. On en déduit, en posant P' = ( q *}) G GL n+ 2(M), que le groupe 
P' 1 GP I , où G est le groupe construit au paragraphe 12. 1| est constitué de 
matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale. C'est donc un 
groupe nilpotent. 

L'existence d'un effondrement tel que toutes les valeurs propres de Aj nv 
tendent vers zéro découlera du 115.41 ■ 
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Démonstration de 115.41 : On vient de démontrer que si d (et donc d!) 
est nul, il n'y a pas de petites valeurs propres. 

Supposons que d > 0. Pour simplifier, nous allons montrer le résultat 
dans le cas où la partie nilpotente de la réduite de Jordan de B ne comporte 
qu'un seul bloc de Jordan, la construction de étant semblable dans le cas 
général. 

On construit une base (V\,--- ,V n ) de T{TyM) en choisissant une 
base de Jordan iV\,--- ,Vd) de Eq (en particulier, (Vi,--- ,Vd') sera une 
base de Ker /) que l'on on la complète de manière quelconque en une base 
(Vi, • • • , Vd') de T(TvM) . On notera C la matrice de / dans cette base. La 
matrice C n'est pas de Jordan, mais sa restriction à Eq, c'est-à-dire le bloc 
carré supérieur droit de taille d, l'est. Elle est de la forme 



C 



• 





• 



























î ' 






Ci 
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. 













. 1 
















1 




• 
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• 


• 

















c 2 


• 





• 




















(2.20) 



d' colonnes d — d 1 colonnes 

où C2 est un bloc carré de taille n — d et de déterminant non nul. 

Soit k < d — d' . On pose Vf = Vi{e)Vi, avec Vi{e) = e -1 pour i > d' + k, 
et Vi(e) = e~( 1+d +k ~*'Vi pour i < d' + k. La matrice C £ de / dans cette base 
vérifiera 



-1.1 



2.21 



n{e) 

Cij pour i > d' + k (en tenant compte du fait que C{j = pour 
i > d et j < d), et cf — > quand e — ► 0, pour i < d' + k. La matrice C e tend 



donc cf . 
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donc vers une matrice Cq de la forme 
/ 
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(2.22) 



- k colonnes 

Comme les X 1 ™ sont ces fonctions continues de C, il suffît de calculer la 
dimension du noyau de Cq'Cq, qui est égale à celle de KerCb. D'une part, 
les d! + k premières colonnes de Cq sont nulles, donc dimKerCo > d! + k, 
et d'autre part, comme det C2 / 0, la famille formée par les lignes d' + k 
à d — 1 et les n — d dernières lignes de Cq est libre, donc dimKerCo < 
n - (n - d) - ((d - 1) - (d' + k - 1)) = d' + k. De même, dimKerC = d' , 
donc on a bien exactement k petites valeurs propres. 

Si la partie nilpotente de la réduite de Jordan de B contient plusieurs 
blocs de Jordan, on obtient le résultat en procédant de la même manière 
pour annuler le nombre souhaité de lignes dans C . 

Remarques : la famille de matrice C e est uniformément bornée par rap- 
port à e, et le lemme l2~TTl donne la majoration \K(M,g£)\ < rTr(C e *C e ), 
pour tout e. La courbure sectionnelle du fibré est donc bien uniformément 
bornée au cours de l'effondrement. D'autre part, on voit que si on effondre 
le fibré par homothétie de la fibre, par exemple en posant Viie) = e" 1 pour 
tout i, la matrice C £ est indépendante de e, et donc il n'y a pas de petite 
valeur propre. ■ 

Démonstration du corollaire 1191 : Si d = d' et d 7^ n, alors A]"f est 
uniformément minoré d 'après IÏ5.3I Si d = d' et d = n, alors B = et toutes 
les valeurs propres de Aj nv sont nulles. 

Si d 7^ d', alors 115.31 garantit l'existence d'une petite valeur propre. ■ 

Démonstration du théorème 1211 : Comme B est semi-simple, son 
orbite par conjugaison est fermée f |CM93j . p. 28). Comme la courbure est 



18 



bornée, la norme de C reste bornée quand la base (Vj ■ • ■ ,V^,Y) — et 
donc la métrique — varie. La matrice C est par construction dans l'orbite 
par conjugaison de B, donc elle prend finalement ses valeurs au cours de 
l'effondrement dans une partie compacte K de cette orbite. 

La base orthonormée (V^, • • • , V£, Y ) de 1 (M) G engendre, par produit 
extérieur, une base orthonormée de Q*{M) G . Les coefficients de la matrice 
de la différentielle extérieure d dans cette base, et donc ceux de la matrice de 
A = dô + ôd, sont des fonctions continues de C C K. Par conséquent, quand 
la métrique varie, la matrice de A prend ses valeurs dans un compact image 
de K. S'il existe une famille de métriques telle que À^™ tende vers zéro pour 
unp £ [l,n], alors la matrice de A tend vers une matrice de rang strictement 
inférieur, ce qui est impossible puisque, par compacité, la matrice limite sera 
dans l'image de K, donc de même rang que A. 

Par conséquent, l'opérateur A restreint à Çl*{M) G n'admet pas de petite 
valeur propre. ■ 

2.5. Variétés de petites dimensions 

En petite dimension, on peut être plus précis que les théorèmes El] et 
l2Î"| et mettre en évidence un lien simple entre l'existence de petites valeurs 
propres et la structure du groupe G : 

Corollaire 2.23. Supposons que n = 2 ou 3. S'il existe p G [i-,n] et une 
suite de métriques homogènes sur M telle que la courbure sectionnelle asso- 
ciée soit uniformément bornée et que À^™ tende vers 0, alors G est nilpotent. 

Remarque 2.24. C'est par exemple la situation exposée en 11.11 où on a 

p = 1 et n = 2. 

Démonstration du corollaire 12. 231 : Montrons d'abord que s'il existe 
p tel que A^f -» 0, alors d ^ d' . 

Si p = 1, cela découle du corollaire EU Si p = n, on est ramené à la 
situation p = 1 par dualité de Hodge. 

Reste les cas p = 2 et n = 3. On a déjà calculé les matrices de 6 : 
n 2 (M) G -> Q l (M) G et d : VL l (M) G -» n 2 (M) G . On en déduit que la matrice 
de ôd, en restriction à Q 2 (M) G est de la forme, dans les bases introduites au 
paragraphe 12.21 



Comme la variété est de dimension 4, l'opérateur de Hodge * est une 
isométrie de Q 2 (M) . En restriction à Q 2 (M) G , on aura ôd = *d5*, et donc 




(2.25) 
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6d et d5 ont même spectre. D'autre part, d'après la théorie de Hodge, le 
spectre du laplacien est la réunion des spectres de 5d et d6, on déduit de ce 
qui précède qu'une petite valeur propre non nulle de A^ nt) sera une petite 
valeur propre non nulle de d5\Q 2 (M) G , et donc une petite valeur propre de 
t CC. Le raisonnement appliqué à C t C dans la démonstration de 115.41 reste 
valable pour t CC. On peut donc conclure que si Xi^f tend vers zéro, alors 

Supposons que d ^ d! . Alors le noyau de B est non trivial, par conséquent 
d > d! > et la multiplicité de la valeur propre de B est au moins égale 
à deux. Si n = 3 la troisième valeur propre est égale à la trace de B qui est 
nulle puisqu'elle est réelle et que exp(TrB) = det(expS) = detA = 1. Donc 
d = n, et G est nilpotent, d'après [Ï5. 31 ■ 



2.6. Homologie du fibré 

Nous allons ici montrer que l'on peut calculer le premier nombre de Betti 
du fibré M indépendamment de la cohomologie, en utilisant le fait que le 
réseau V est isomorphe au groupe fondamental de M. 

Théorème 2.26. Soit M = T\G un fibré en tore T n sur le cercle construit 
selon [731 définit par une matrice A € SL n (Z). Alors le premier nombre de 
Betti de M est h(M) = 1 + dimKer(A - /). 
On en déduit : 

Corollaire 2.27. Si 1 n'est pas valeur propre de A, alors les 1-formes har- 
moniques de M sont G -invariantes. 

On verra au paragraphe 12.7.21 un exemple qui montre — entre autres 
choses — qu'on peut effectivement, dans certains cas, avoir des formes har- 
moniques qui ne sont pas invariantes. 

Démonstration du théorème 12.261 : Comme G est simplement 
connexe, le réseau T est isomorphe au groupe fondamental du quotient 
M = T\G. Pour déterminer le premier nombre de Betti de M, on va calculer 
l'abélianisé de son groupe fondamental. 

Rappelons que le groupe T est de la forme : 



(»!,••• ,x n ,y) 








x 1 


Ay 








n 







i 


y 








(2.28) 



avec (xi, . . . , x n , y) S Dans la suite de la démonstration, nous noterons 

les éléments de T indifféremment sous la forme de vecteurs lignes ou de 
vecteurs colonnes. 
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Soit g = (xi, . . . , x n , y) et g' = . . . , x' n , y') deux éléments de T. Leur 
inverse respectives sont : 

a' 1 = ^ A ~ V CÛ ) «* g'- 1 = ^ A ~ V ' UJ | • (2-29) 

Le calcul de leur commutateur [g, g'] = gg' g~ X g'~ X donne 




[g,g') = W W W U/ h ( 2 -30) 



soitb,<?'] = ((^-/) : \-{Av \ ,0). 



.ri 



On voit que [T,T] C ((A — /)Z n ,0). Réciproquement, si on fixe g = 
(0, . . . 0, 1) et qu'on fait varier (x' 1} . . . , x' n ), on obtient que [r, F] D ((^4 — 
/)Z n ,0), et donc [r,T] est exactement ((A-I)Z n ,0). 

L'image de TL n par (A — I) est un sous-réseau d'indice fini du réseau 
des entiers de Im(^4 — I), donc le quotient de (Z n , 0) par ((A — I)Z n , 0) est 
de la forme Z k x H, où k = codimIm(^4 — I) et H est un groupe fini — 
éventuellement trivial — , et finalement l'abélianisé T' = T/[r,r] du groupe 
r est donc de la forme Z k+1 x H. Le premier nombre de Betti de M est donc 

61 (M) = l + dimKer(^- I). (2.31) 



Démonstration du corollaire 12.271 : Si 1 n'est pas valeur propre de 
A, alors n'est pas valeur propre de B, et par conséquent, en vertu du point 
115.11 b\ (M) = dimKer Aj nv = 1. Toutes les 1-formes harmoniques sont donc 
dans le noyau de A^ nîJ , et en particulier sont G-invariantes. ■ 



2.7. Exemples 

2.7.1. Petites valeurs propres pour les 2-formes différentielles 

Nous allons donner ici un exemple de fibré en tore sur le cercle pour lequel 
d = d! = et A? nî; admet une petite valeur propre. Cet exemple montre que 
le corollaire El ne se généralise pas à n et p quelconque. 
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On définit le fibré considéré par la matrice 



A = 



A' 


A" ' 





A' 



avec 



A' 



et A" 



1 




(2.32) 



(2.33) 



Fait 2.34. La matrice A est semblable à une matrice de la forme 



e x 


1 











e x 














e~ x 


1 











e- x 



(2.35) 



où A est un réel non nul. 



Démonstration : La matrice A' admet deux valeurs propres réelles 
positives, qui sont inverses l'une de l'autre car Det A' = 1. On notera A 
le réel positif tel que ces deux valeurs propres soient e x et e~ x . Elles sont 
aussi valeurs propres de A avec la multiplicité deux. On peut vérifier que le 
polynôme caractéristique de A est son polynôme minimal. Les sous-espaces 
propres de A sont donc tous les deux de dimension 1, et par conséquent, les 



deux blocs de sa réduite de Jordan sont 



Fait 2.36. Il existe une suite de métrique g e sur M 
de matrices C £ associées telles que 



( A 


e 








A 











-A 


V o 









T\G(B) et une suite 



(2.37) 



-A J 



Démonstration 

A e- x 



exp 



A 



Comme on a 
e x 1 







et exp 







La matrice A admet un logarithme semblable à 



C 



I A 
_0_ 



V o 













-A 






F" 

-A J 



(2.38) 
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Soit (Vi, V2, V3, V4) la base dans laquelle la matrice de l'endomorphisme / 
est égal à C. Si on pose Vf = e a V pour % = 1,3, V 2 e = e a+l e x V 2 et V[ = 



e a+l e A 14 où a est un réel strictement positif, la matrice de / dans cette 



base sera 



/ A 6 
A 





V 








\ 









(2.39) 



-A ) 



Il suffit donc de définir g £ en posant que la base (Vf, V%, V£, V£, Y) est 
orthonormée. Le fait que la courbure reste bornée quand e — » découle du 
lemme 12.111 ■ 

Fait 2.40. La valeur propre Aîfj^M, g £ ) tend vers zéro quand e — > 0. 
Démonstration : 

On va calculer la matrice de d : Çl 2 (M) G — ► Q 3 (M) G dans des bases de 
la forme (V> A V>, V> A Y b ) et (V> A V} A F b , V> A V% A V^). 

En utilisant 1)2. 8p . on obtient que dF, Ay b = pour tout i, et que 



d(F| A y 2 b ) 


= (xVi + evl) a y b a vl — 


a Ay 2 b a y b 






= —ï\v\ a vl a y b , 




(2.41) 


d(^A^) 


= (AV? + eF 2 b ) A Y b A V 3 b - 


Vl A(-AY 3 b + eY 4 b ) 


A Y b 




= -eVl AV\ AY^-et^ AY b , 


(2.42) 


d(VÏ A y 4 b ) 


= (AV^ + eV 2 b ) A y b A V\ — 


Vl A (-Wt) A Y b 






= —eVl A V\ A l" b , 




(2.43) 


d(y 2 b AF 3 b ) 


= Ay 2 b a y b a y 3 b - y 2 b a (- 


W3 + eVt) A Y b 






= — a a y b , 




(2.44) 


d(F 2 b A Vt) 


= Ay 2 b a Y b a y 4 b - y 2 b A (- 


\v b ) a y b = 0, 


(2.45) 


d(V$AV%) 


= (-XV^ + eVl) AY b AVl 


-V^ A(-Wl) AY b 






= 2AY 3 b AY 4 b AY b . 




(2.46) 



La matrice de d dans les bases 

(V b A V\, V b A V b , V b A V b , V b 2 A V b , V b 2 A V b , V b A V b , V b A Y b ) 

et 

(Vf A V\ A Y\ Vf A F 3 b A Y b , V\ A V\ A Y\ V% A Y 3 b A Y b , 
Vl A V\ A Y b , Kj b A Vl A Y b , V b A V b A V^) 
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est de la forme 



V 



-2A 











-£ 
-£ 











-s 












-e 







2A 



(2.47) 



/ 



On voit que quand e tend vers zéro, cette matrice tend vers une matrice de 
rang strictement inférieur. On peut en déduire comme au paragraphe [Ol que 
l'opérateur ôd admet une petite valeur propre, qui sera aussi petite valeur 
propre de A. ■ 



2.7.2. Structure homogène non abêlienne sur le tore 



Nous allons ici étudier plus en détail un exemple particulier de fibré en 
tore T 2 sur le cercle, pour mettre en évidence plusieurs de ses propriétés. 
Ce fibré est construit par le théorème El avec la donnée de 



La matrice exp(xB) est de la forme 



2vr 
-2ir 



cos 2-7rx sin 2irx 
— sin 2ttx cos 2ttx 



(2.48) 



(2.49) 



C'est donc la matrice d'une rotation d'angle 2irx ; nous la noterons R(2ttx) 
Le groupe G s'écrit : 



R(2ttx) 







y 
z 



1 x 
1 



x,y,z G 



(2.50) 



Un première remarque est de constater que la variété M = T\G est un 
tore : 

Fait 2.51. T est isomorphe à 1? et T\G est difféomorphe à T 3 . 
En effet, le réseau T s'écrit : 



1 
1 


y 
z 





1 X 

1 



x,y,z G 



(2.52) 
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On peut vérifier que T est bien abélien. Par ailleurs, comme la topologie du 
fîbré est entièrement déterminée par la matrice A, le fibré est bien trivial. 
On peut remarquer le fait que T soit abélien est cohérent avec le fait que ce 
soit le groupe fondamental d'un tore. 

On a donc construit un groupe de Lie résoluble simplement connexe dont 
un sous-groupe cocompact est commutatif. En comparaison, on a pour les 
groupes nilpotents le résultat suivant ([Ra72j) : 

Théorème 2.53. Soit N\ et N2 deux groupes de Lie nilpotents simplement 
connexes, et T±, T2 deux sous-groupes cocompacts de Ni et N2 respective- 
ment. Alors tout isomorphisme entre T\ et T 2 s'étend en un isomorphisme 
entre N\ et N2. 

En particulier, si un groupe nilpotent simplement connexe contient un sous- 
groupe cocompact isomorphe à Z n , alors il est abélien. Le groupe G illustre 
donc le fait que ce théorème ne se généralise pas aux groupes résolubles. 

D'autre part, comme M = F\G et un tore, son premier nombre de Betti 
est égal à sa dimension, donc b\ (M) = 3. Or, selon le théorème [Tïïj si on 
munit G d'une métrique invariante le noyau de A? nv est de dimension 1. On 
en conclut : 

Fait 2.54. Soit g une métrique G-invariante à gauche sur M . Alors il existe 
sur M des 1- formes harmoniques qui ne sont pas G -invariantes. 

On voit donc que la proposition El et le corollaire 12. 27l ne se généralisent pas 
à toutes les solvariétés. Réciproquement, le groupe G illustre la situation où 
la multiplicité de la valeur propre 1 dans A est strictement supérieure à la 
multiplicité de dans B. 

Enfin, on peut remarquer que d'après les formules l|2.14|) et (|2.15|l . pour 
la métrique invariante sur M telle que la base (d/dx,d/dy,d/dz) soit or- 
thonormée à l'origine, la courbure sur M est nulle (on peut vérifier que c'est 
en général faux pour une métrique invariante quelconque). On va reformuler 
ce résultat et en donner une démonstration très simple qui ne fait pas appel 
aux formules du paragraphe 12. 31 : 

Fait 2.55. il existe sur M 3 une métrique invariante pour la structure canon- 
ique de groupe abélien, et invariante pour l'action à gauche du groupe G. 

Démonstration : On considère sur M 3 la métrique euclidienne canonique, 
et on note x, y et z les cordonnées canoniques. Si a, b et c sont des réels 
fixés, la paramétrisation de G donnée par l|2.50p définit l'action à gauche de 
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(a, b, c) comme étant 











: 


i 




-( 











a + x 



(2.56) 



On voit que l'action de (a, b, c) est la composée d'une rotation et d'une 
translation. C'est donc une isométrie pour la norme euclidienne canonique. 
Par conséquent, cette norme est invariante à gauche pour l'action de G. ■ 
Remarquons pour finir qu'on peut facilement généraliser cet exemple en 
dimension supérieure en construisant une matrice A contenant un bloc de la 
forme (J J), par exemple : 



A 



( 1 \ 

1 

11 

\ o o o i / 



et B 



( 2vr \ 

-2tt 

1 

V / 



(2.57) 



Le fîbré obtenu dans ce cas sera une solvariété ayant une topologie de nil- 
variété, mais dont les formes harmoniques ne sont pas toutes invariantes. 
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Chapitre 3 

Effondrements homogènes de 
fîbrés principaux en tores sur le 
tore 



3.1. Topologie et spectre du fibré 

Nous allons ici démontrer le théorème 

Démonstration de 122.11 : Soit M un fibré principal de base T 2 et de 
fibre F. La base du fibré peut s'écrire 

[0,1] x [0,l]/„, 

où ~ est la relation d'équivalence engendrée par (x, 0) ~ (x, 1) et (0, y) ~ 
(1,2/). Le fibré M peut alors se définir par la donnée, pour tout point p du 
bord dK de K = [0, 1] x [0, 1] d'un difféomorphisme ip p de la fibre, et en 
posant 

M = K x F^ p!X ^^^i oVp ^y xeF y M( . dK ^ q . (3.1) 

L'hypothèse de principalité se traduit ici par le fait que pour tout p,q S dK 
tels que p ~ q et pour tout g, x G F, on a 

(p,g ■ x) ~ (g, 5 • i^ 1 o ip p (x)), (3.2) 

ce qui impose aux tp^ 1 o y? p d'être des translations à droite sur la fibre. On 
peut donc, sans perte de généralité se restreindre, pour le choix des (p p , au 
groupe des translations de la fibre, qui est isomorphe à F. Le fibré est donc 
déterminé par la donnée d'une application de dK dans F. Comme sa topolo- 
gie ne dépend pas de la classe d'homotopie de cette application, l'ensemble 
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des fibrés principaux de fibre F sur le tore T 2 est paramétré par le groupe fon- 
damental de F. Il s'agit en fait d'un exemple de classe d'obstruction ([St51j, 
§ 35) qui est, dans le cas général d'un .F- fibré principal sur une variété com- 
pacte N un élément de H 2 (N,iri(F)) et qui mesure l'obstruction du fibré à 
être trivial. 

Considérons maintenant un fibré principal M de fibre T™, et 
(ai,'" ,a n ) G -Ki(T n ) = Z n sa classe d'obstruction. Nous allons munir 
M n+2 d'une structure de groupe telle que la topologie du quotient à gauche 
soit celle du fibré. Pour ce faire, nous choisirons le représentant 



par 



rn+2 



7 : dK — > T n de la classe d'obstruction de la manière suivante : 
7[{0}x[0,l] = 7|[o,i]x{o} = 7[[0,i]x{l} = 0, 
7(1, t) = (toi,-- - ,tan),Vt G [0,1], 



(3.3) 



de sorte qu'un élément (xi, • • • , x n ) G T n de la fibre au dessus de (0, t) G K 
sera identifié à l'élément (xi + toi, • • • ,x n + ta n ) au dessus de (l,t). Si on 
note (xi,-- - ,x n ,yi,y 2 ) les éléments de M n+2 , on veut donc définir sur cet 
ensemble un produit tel que 



(h 



,k n ,0,0) ■ (xi,- - ,x n ,yi,y 2 ) = (x 1 +ki, 



x n + k n ,yi,y 2 ) (3.4) 

te 



de sorte que d'une part les sous-espaces de M. n+2 d'équation (2/1,2/2) = r 
passent au quotient comme des tores, et tel que 



(0, ••• ,0,h,h) ■ (xi,- - ,x n ,yi,y 2 ) = 

(xi + y 2 aih, ■■■ ,x n + y 2 a n h,yi + h,y 2 + h), (3.5) 

de sorte que la structure de fibré en tore sera bien celle définie par (|3.3|) . 

On peut effectivement construire une telle structure de groupe en 
plongeant R n+2 dans M n+ 3(R) par l'application suivante : 



(xi, 



,x n ,yi,y 2 ) 



V 










X\ 


In 










6 









1 





yi 





1 












1 



(3.6) 



Notons G l'image de cette application. C'est un sous-groupe de M n+ ^\ 
et le quotient T\G où T est le réseau des entiers de G est difféomorphe à la 
variété M, qui est donc une nilvariété. 

Supposons maitenant que n > 2. On pose d = pgcd(ai, • • • , a n ) et a[ = 
cii/d. Soit P = (pij) G M(n,Z) une matrice telle que pu = a[ et que ses 
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vecteurs colonnes forment une base du réseau 7L n . On a alors 



-1 



(3.7) 



et 



p-l 











x i 



a-nVl Xn 



1 
1 




Vi 

U-2 
1 



p 











V 



n dyi x 
■ 







_û_ 



1 
1 




yi 

2/2 / 

1 / 



(3. 



avec 



P- 



On peut voir que le groupe P' l GP' , avec P' 



q®), est isomorphe à M. n 1 x G' , où G' est le groupe 



f / 1 dy x x \ 

1 yi 

1 y 2 

{ \ 1 / 



,x,y x ,y 2 G 



(3.9) 



D'autre part, comme detP' = 1 et que P' est à coefficients entiers, le réseau 
des matrices à coefficients entiers de P' l GP' est exactement P' l TP' , où 
r est le réseau des entiers de G. La variété M = T\G, qui est difféomorphe 
à P'^TP'XP'^GP' peut donc s'écrire 



M ~ (Z 71 - 1 x r / )\(M n_1 x G') ~ T"" 1 x AT, 



(3.10) 



où N = T'\G', en notant T' = le réseau des entiers de G'. 



Ce calcul montre qu'on peut se ramener au cas où les ai, i > 2 sont nuls. 
On supposera dans la suite que c'est le cas, et on posera ai = a. 

Démonstration de 122.21 : Soient Xi, Y\ et Yi les champs de vecteurs 
invariants à gauche engendrés en I n +3 respectivement par 



dxi 











\ 



d 

dyi 



( 



/ 





a 

























= 


j [Xi , Yj 



et 



_d_ 

dy 2 












u u 


1 








notera V le vecteur aX\, dont on peut remarquer qu'il est non nul (si a est 
nul, le fibré est trivial). 
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Soit g une métrique homogène sur M, et (Vi) une base de T{TyM) 
telle que (Vi,-- - ,V n ,Yi,Y2) soit orthonormée en tout point et que V\ soit 
colinéaire à V . Les crochets de Lie entre les vecteurs de cette base sont : 

[Vi , Vj] = 0, [Vi, Yj] = 0, et [Ya , Y 2 ] = rjVi, 77 e H.*. (3.11) 

On en déduit : 

dV"| = -7/Yf A Yl et dV~> = dlj = 0, i > 1, (3.12) 

où (V±, • • • , V%, Yi,Y^) est la base duale de (Vi, • • • , V n , Yy, Y2). Les formes 
de cette base de O x (M) G engendrent, par produit extérieur, une base de 
Çl*(M) G composée de formes propres de Aj n „. En effet, il découle de (|3.12|) 
qu'elles sont toutes fermées sauf celles de la forme Vi A V{ x A • • • A Vi k (ij ^ 1) , 
dont la différentielle vaut : 

d(Vi A V h A • • • A V lk ) = -77Y1 A Y 2 A V h A • • • A V ifc , (3.13) 

et, puisque 6 = (— l) n (p+ 1 )+ 1 * d*, elles sont toutes cofermées sauf celles de 
la forme Yi A Y 2 A Vi A V^ A • • • A V{ k dont la codifférentielle vaut : 

6(11 A Y 2 A Vi A V h A • • • A V ik ) = - V Vi A V h A • • • A V lk . (3.14) 

En restriction à Q P (M) G , les formes de la base sont donc harmoniques, sauf 
C^Zi formes cofermées et Cf^Zi formes fermées qui sont des formes propres 
de valeur propre égale à rj 2 . L'opérateur A? nv admet donc une unique valeur 
propre non nulle, de multiplicité C^_\ + C^_1 = Cn 1 et égale à rj 2 = \ V\ 2 . 

Si on choisit une base orthonormée de la forme (Vi, • • • ,V n ,Y[, Y 2 '), avec 
Y[ = Yi + Y^k=i CfcVfe, on aura toujours [Y/,!^'] = [Yi,Y 2 ]. Le résultat ne 
dépend donc pas du choix de la connexion sur le fibré. Remarquons enfin que 
si l'on choisit une autre métrique sur la base (en se donnant deux champs 
horizontaux quelconques Y[ et Y 2 et en les supposant orthogonaux) on ob- 
tiendra le même résultat en remplaçant V par V' = [Y^Y^], avec comme 
valeur propre rj 2 = \V'\ 2 = Vo\(B)~ 2 \V\ 2 . ' m 

3.2. Effondrements des fîbrés principaux sur le tore 

Dans cette partie, nous allons montrer que les fîbrés construits dans le 
théorème |22] peuvent admettre, si n > 2, un effondrement à diamètre et 
courbure bornés pour lequel A ne tend pas vers zéro. 

Soit M un tel fibré. Nous allons d'abord montrer le lemme suivant qui 
nous permettra de contrôler la courbure : 
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Lemme 3.15. Pour toute métrique homogène g sur M , la courbure section- 
nelle de M vérifie \K(M,g)\ < §|V| 2 . 

Démonstation : On se place dans la même base (Vi,--- ,V n , Yi,!^) que 
celle utilisée dans la démonstration de !22,2l De (|H . 1 l|i . on peut rapidement dé- 
duire que &dy i = 0, et que ady Yj = car pour tout vecteur U, (ad y. Yj, U) = 
(Y^ady U) = (Yj, [Y, U}} = 0. De plus, comme (ady. Vj, U) = (Vj, [Y, U}), 
on aura ady Vj = pour j / 1, ady V\ = pYi et ady 2 V\ = —\xY\. 
La formule l|2.12|l donne donc : 

K(Vi,Vj) = 0, K(Y 1 ,Y 2 ) = ~\\[Y 1 ,Y 2 }\\ 2 , (3.16) 
u 2 

K{Vx, Y) = y, et K(Vi, Y 3 ) = pour i ± 1. (3.17) 

Comme d'une part fi 2 = H^H 2 , et d'autre part V = [Yl,!^], la majoration 
du lemme en découle immédiatement. ■ 

Un effondrement à base fixe du fibré M par des métriques homogènes est 
déterminé par une famille de bases (Vf, • • • , V£) de T{TyM) (remarque : 
on ne suppose plus ici que Vf est colinéraire à V). Nous allons présenter ici 
des exemples d'effondrements associés à des familles de bases de la forme 
(Vf, ■■■ ,V^) = (e- Ql Ui, • • • , e~ a "V n ), où (VI, • • • , V n ) est une base fixée. Si 
bi et bf sont les coefficients de V dans les bases respectives (Vi, • • • , V n ) et 
(Vf, • • • , y„ e ), on aura 

bi = e a %. (3.18) 

Exemple 3.19. Si ai > 0, pour tout i, alors le diamètre de la fibre tend vers 
0, ainsi que les b\. On a donc un effondrement à courbure bornée du fibré 
sur la base T 2 , et la valeur propre À = ||V|| 2 = Ya=i (^f) 2 tend vers zéro. ■ 

On peut cependant construire des effondrements pour lesquels le com- 
portement du spectre est différent, et en particulier tels qu'il n'y ait pas de 
petites valeurs propres : 

Exemple 3.20. Supposons que = 0, pour tout i > 1, a± > 0, et que 
les composantes de V\ dans la base (X\, ■ ■ ■ ,X n ) soient irrationnelles entre 
elles. Une droite de la fibre de direction V\ sera donc dense dans la fibre, et 
par conséquent, il suffit que seul a\ soit non nul pour que la fibre s'effondre 
sur un point. On aura alors b\ = bi pour i > 1, et bf — > 0. La courbure reste 
donc bornée et À — > X^>i 7^ 0- ■ 

Ce dernier exemple justifie remarque faite dans l'introduction. 
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3.3. Exemples de fibrés principaux sur des bases de 
dimension strictement supérieures à 2 

Les exemples du théorème |22 sont relativement simples, en ce sens que 
l'essentiel de la topologie est contenu dans la structure de fibré en cercle de la 
nilvariété N. On peut cependant facilement contruire des fibrés principaux 
en tore dont le comportement du spectre est un peu plus riche : 

Exemple 3.21. Considérons deux fibrés principaux M\ et M2, de fibre 
respective T kl et T h2 et de base T 2 , muni d'une structure homogène et d'une 
métrique invariante. Soient Ai et À2 leur valeur propre associée définie par le 
théorème |22 La variété M définie par le produit riemannien M = M\ x M2 
est un fibré principal de fibre T kl x T k2 = T kl+k2 et de base T 2 x T 2 = T 4 . 
D'après la formule de Kùnneth, il admet Ai et À2 comme valeurs propres. En 
choissant sur M\ et M2 des suites de métriques qui effondrent ces variétés 
sur T 2 la suite des métriques produits effondre M sur T 4 . ■ 

On voit que sur cet exemple, on peut avoir deux valeurs propres non nulles 
distinctes en restriction aux formes invariantes. De plus, on peut choisir des 
effondrements sur M\ et M2 tels que ces deux valeurs propres tendent vers 
zéro à des vitesses différentes, ou même, en choisissant pour M\ et M2 les 
effondrements décrits dans les exemples I3.19l et f3.20l respectivement . tels que 
seule l'une de ces valeurs propres tende vers zéro. Enfin, on peut remarquer 
que considérer un effondrement de M par homothétie de la fibre revient à 
considérer des homothétie des fibres de M\ et M2, et qu'on retrouve le fait 
remarqué en |^] que cet effondrement produit des petites valeurs propres. 
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Chapitre 4 



Topologie des fibrés principaux 
en tores 

Nous allons dans cette partie nous attacher à décrire la topologie des 
fibrés principaux en tore, et en particulier à construire un invariant différen- 
tiel qui permettra, comme la classe d'Euler dans la cas des fibrés en cercles, 
d'étudier le comportement du spectre du laplacien lors d'un effondrement. 

Soit M un fibré principal en tore T sur une base N. Le tore T k = R k /Z k 
peut s'écrire comme le produit de k cercles : T k = Yli=i Shy L'action de T k 
sur M induit une action de chacun des Sh, . On peut donc définir les variétés 

M l = M/\[S\ jy (4.1) 

chaque Mj étant un fibré en cercle de base N sur lequel agit Sh\ . Réciproque- 
ment, la donnée des k fibrés en cercles (Mj)j<fc sur N permet de construire 
un fibré en tore T k en prenant la somme de Whitney 0* =1 M; de ces fibrés 
en cercles, ce fibré en tore étant difféomorphe au fibré M. Comme la struc- 
ture d'un fibré en cercle est déterminé par sa classe d'Euler, la topologie de 
M est déterminée par la donnée d'un /c-uplet (ei, • • • , e&) G (H 2 (N,Ij)) k de 
classes d'Euler. Cependant, la décomposition de T k en produit de cercles 
n'est pas unique. En effet, pour chaque base (ai,-- - , a^) du réseau Z k , on 
peut écrire T k comme le produit de la famille de cercles (Raj/Zaj)i, auquel 
correspond en général un fc-uplet différent de classes d'Euler. 

En homologie simpliciale, on peut définir la classe d'obstruction [c] d'un 
fibré F <^-> M — > N, où [c] est un élément de H2(N,ni(F)) qui est une 
mesure de l'obstruction du fibré à admettre une section (voir |St51j . §35). 
Si la fibre F est un tore, les groupes d'homotopies vr n (F) sont triviaux pour 
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n > 2, et par conséquent cette classe d'obstruction est nulle si et seulement 
si le fibré admet une section (fStSlJ, §29 et §35) ce qui, dans le cas d'un 
fibré principal est équivalent à être trivial. Dans le cas d'une fibre T k , cette 
classe d'obstruction est un élément de H2(N,Z k ). On veut définir un objet 
semblable pour la cohomologie de Rham. 

Dans le cas d'un fibré en cercle de classe d'Euler [e], on a la propriété 
suivante ([BT82J, p. 72) : si uj est une 1-forme verticale invariante dont l'inté- 
grale sur chaque fibre vaut 1, alors doj est une 2-forme horizontale qui dépend 
du choix de la connexion sur le fibré, mais qui est, au signe près, le relevé 
d'une élément de [e]. Dans le cas d'un fibré en tore, on va construire une 
invariant qui généralise cette propriété. 

Rappelons tout d'abord que si on note G l'algèbre de Lie de T k , l'action 
de T k sur le fibré M induit un plongement de G dans l'espace des champs 
de vecteurs verticaux invariants de M. Ce plongement s'étend naturellement 
aux tenseurs sur G en une application 

(® G) ® «g) S*) - r ^((g) T V M) ® «g) T V *M)^ = T(T yp q M). 

Le tenseur obtenu ne définit pas de manière canonique un élément de T(TqM) 
si q 0, mais si on se donne une connexion sur le fibré M, la partie covariante 
du tenseur est bien définie sur TM en imposant à sa partie horizontale d'être 
nulle. Par abus de langage, si on se donne par exemple un élément de G* , on 
dira qu'il « induit » une 1-forme verticale sur M, en précisant la connexion 
utilisée s'il y a ambiguïté. 

On va montrer le résultat suivant, qui permet de définir une généralisation 
de la classe d'Euler aux fibré principaux en tore : 

Proposition 4.2. Soit û> G G* , oj la 1-forme différentielle sur M induite 
par ù et a w la 2-forme différentielle sur N telle que duj = ir*{aj). Alors 
l'application e : G* —> H 2 (N,M.) donnée par G) \— > [a u ] est bien définie (c.-à- 
d. que la classe de cohomologie de a u ne dépend pas du choix de la connexion) 
et linéaire. 

Démonstration : On pose T k = et on note (^i)ie[i,A;] l es formes 

coordonnées de M. k passées au quotient sur T k . En utilisant la décomposition 
T k = nf=i Su)i on définit la famille de fibrés en cercle (Mj) comme en l|4.ip . 

On a alors des projections M ^ Mi -4 N qui vérifient tt • o 7Tj = ir'j ottj = tt. 
Chaque forme Ui induite sur M par Qi est le relevé de la forme de 

connexion du fibré en cercle Mj. On peut écrire dwj = 7r*(do;-) = vr*(ej) où 
&i est une 2-forme sur N. Or, on sait que ei appartient à la classe d'Euler du 
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fibré Mi, indépendamment du choix de la connexion sur Mj donc du choix 
de la connexion sur M. Si on définit e : G* — ► H 2 (N,M.) par e(cDj) = ej 
en l'étendant par linéarité, on aura bien, par linéarité de la différentielle 
extérieure, du> = 7T*(e(û))) pour tout w G Ç*, en notant u la forme induite 
sur M. m 
Remarque 4.3. Si A; = 1 et si <D est la forme volume du cercle de longueur 
1, alors e(ôj) est la classe d'Euler du fibré. 

Remarque 4.4. La démonstration POl met en évidence le lien entre l'invari- 
ant e et la famille de classe d'Euler associée à une décomposition particulière 
en somme de Whitney de M : à chaque décomposition possible est associée 
une base de Q* , et la famille de classe d'Euler est l'image de cette base par 
e. 

Exemple 4.5. Au chapitreOl on a considéré des fibrés principaux en tore T k 
non triviaux dont la base est un tore T 2 . Comme H 2 (T 2 ) est de dimension 1, 
le noyau de e est de dimension k — 1, ce qui signifie qu'on peut décomposer 
le fibré en une somme de Whitney de k fibrés en cercles dont k — 1 sont 
triviaux. On retrouve donc le fait que le fibré peut s'écrire comme le produit 
d'un fibré en cercle et d'un tore de dimension k — 1. ■ 

Dans la suite, si u est une forme induite par un élément û> de G*, on 
écrira parfois par abus de langage « e(w) » au lieu de « e(û)) ». De plus, 
verra parfois e comme une application de G* dans l'espace Tt 2 (N,h) des 
2-formes harmoniques de N, en utilisant le fait que H 2 (N, h) est canonique- 
ment isomorphe à H 2 (N, M). 
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Chapitre 5 

Formes invariantes et petites 
valeurs propres 



Nous allons ici démontrer les résultats [ÏÏT| [3*3*1 et "3~""1 énoncés dans l'intro- 
duction. Ceux-ci s'appuient essentiellement sur le 

Lemme 5.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, ipt un flot agissant par 
isométrie sur M et X le champ de vecteur associé. On suppose de plus que 
X n'est pas uniformément nul. 

Soit E un sous-espace de fT(M) stable par le laplacien et par (ipt)t£R, A 
une valeur propre du laplacien restreint à E, et E\ l'espace propre associé. 



alors ((Pt)t<m agit trivialement sur E\. 

Démonstration du lfimmfi l5.ll : Remarquons tout d'abord qu'on peut 
supposer que T = 2ir, le résultat général se déduisant par simple changement 
de variable. D'autre part, par théorie de Hodge, on peut se restreindre à 
l'étude des formes cofermées. On supposera donc que A est une valeur propre 
de 5d|Ker6 et E\ désignera le sous-espace propre associé dans Ker 6. 

Soit uj G E\. On sait que £xw = ix du> + d o ix<^. 

— LU 

D'une part, on a £jfW = lim . Puisque ipt est une isométrie, les 

formes ip*oj et <ft ^ t - sont dans Ker 6, et donc Lx^ aussi car Ker 5 est fermé. 
D'autre part, d o i x uj est dans Imd. 

Comme Ker 5 et Imd sont orthogonaux, les formes Cx^ et d o i x uj sont 
orthogonales. Le théorème de Pythagore donne donc : 



S'il existe T tel que = ip% pour tout t G M. et que A < 




HjCxk'Il! + ||d o ix^\\\ = \\ix dw|||. 



(5.2) 
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On en déduit 

HAx'k'Il! < \\ix °dw||2 < \\ix l| 2 ||dw||2 < || 2 A||cu|||. (5.3) 

On va maintenant majorer la norme de %x d'une part, et évaluer celle de 
Cx& d'autre part. 

majoration de \\ix\\ 
Soit a G QP(M). 

Soit m G M, et (X±, • • • ,X n ) une base orthonormée de T m M telle que 
X = [iX\. On pose a m = a^,- ,i v x \ x A • • • A . On a alors 

ii<---<i p 

ix(a m )= Y, a h,-,i p ix{XlA---AXl). (5.4) 

ii<---<i p 

Si h = 1, alors i x « A • • • A X\ ) = /x< A ■ ■ ■ A X\ . 

Si h / 1, alors ix{X^ A • • • A X\ p ) = 0. 

Donc i x (a m ) = H Y, i2< ... <ip «M 2 ,- ,i P x l A ■ ■ ■ A X i p > et 

I- / \ 1 2 2 2 ^2 2 lv|2i |2 

\lXla m )\ = fi 2^ a Ma,-,ip ^ » Z> a h,-,i P = \ X \ \ a m\ ■ 

î2<"'<*p ii<---<i p 

On en déduit 

IK-X-(a)||! = / \ix{a m )\ 2 àv < \ |X| 2 |a m | 2 dt> < {{X^ / \a m \ 2 dv 
Jm Jm Jm 

< H-X'lloo - 

et donc 

¥x\\ < \\X\\oo (5.5) 

calcul de ||Ae^|| 

Comme tpt est une isométrie, tp^ agit par isométrie sur E\. Si on suppose 
que t i— > (fit est 2-7r-périodique, ipt induit donc un morphisme S" 1 — > SO(E'a) 
qu'on peut décomposer en somme de représentation irréductibles. 

Les représentations irréductibles de S 1 sont : 

- la représentation triviale S 1 — > SO(l), 1 1 — ^ Id ; 

- les rotations du plan S 1 -► SO(2), t ^ #(fci) = ) ,k £ Z* . 
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Supposons maintenant que la décomposition fasse apparaître au moins une 
rotation. On peut choisir une forme u/0 située dans le sous-espace stable 
associé. On a alors 



\£xu\ 



\k\ ■ \\oj\\ > \\u\\. (5.6) 



Avec (EU et if^ïïjl . on en déduit : 

IMI 2 < À||X||L|M| 2 , (5.7) 

et finalement 

A > - 

X\ 



I OC 1 

La conclusion du lemme en découle immédiatement. ■ 

Démonstration du théorème 1311 : C'est une application directe du 
lemme l5~Tl avec E = Q P (M), le flot ipt étant induit par l'action de S . Le 
champ X est alors un champ vertical S 11 -invariant. 

Si on paramètre de manière à être 27r-périodique, la longueur l d'une 
fibre sera égale à 2-7r|X|, la norme de X ne dépendant pas du point choisi sur 
la fibre. On a donc 

m = l (5.9) 

et par conséquent 

Wloo = (5-10) 

Si A < (j^-^J i alors À < pqp- et donc les formes propres de E\ sont 5 1 - 
invariantes. ■ 

Démonstration du théorème 1331 : Remarquons tout d'abord que dans 
la démonstration du théorème |^ la décomposition de fF(M) en éléments 
irréductibles est une décomposition en série de Fourier par rapport à la fibre 
S* 1 , la représentation triviale et les représentations \— > R(k6) correspondant 
respectivement aux fonctions constantes et aux fonctions ^-périodiques du 
cercle. On va reprendre cette idée et l'appliquer au tore T k pour décomposer 
ÇW(M) en somme en sous-espaces de formes invariantes dans une direction 
et périodiques dans une autre pour ensuite appliquer le lemme 15.11 à ces 
sous-espaces. 

Plus précisément, si on pose T k = W k étant muni d'une métrique 

euclidienne (pas nécessairement la métrique euclidienne canonique), et si T 
est le réseau dual de Z fc , T = {7 e M fc ,(7,7') G Z,W G Z k }, une base 
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des fonctions propres de T k est donnée par / 7 = cos(27r(7, x)) et g 7 = 
sin(27r(7, x)), 7 G T (voir par exemple [GHL87J, p. 200). Si on note r y- L 
l'orthogonal de 7 dans W n , les fonctions / 7 et g-y sont invariantes sous l'action 
de 7- 1 -. On peut remarquer que, si T dépend de la métrique choisie sur M fc , 
ce n'est pas le cas de l'ensemble des 7^0- En effet, c'est l'ensemble des 
hyperplans vectoriels de M. k engendrés par des éléments de Z fc . Notons A cet 
ensemble. En regroupant les fonctions propres en fonction de leur direction 
invariante, on obtient la décomposition 



c°°(T k ) = 0c°°(r fe ) v eM (5.11) 

VeA 

où M représente les fonctions constantes, et où C°° (T k ) v est l'espace 
des fonctions C°° d'intégrale nulle (c'est-à-dire orthogonales aux fonctions 
constantes) et invariantes dans la direction V . Par construction, chaque 
C°°(T k ) v est invariant par A et par l'action de T k . 
De la même façon, Çl p (M) peut s'écrire 



n p (M) = n p (M) v © n p {M) T ' , (5.12) 

où Çl p (M) Tk est l'espace des p-formes T fc -invariantes et Çl p (M) v l'espace 
des p-formes différentielles invariantes par l'action de V et orthogonales à 
ÇF(M) T . Comme V ne dépend pas de la métrique sur chaque fibre, chacun 
des Çl p {M) v est bien défini, et sera de plus invariant par A et par l'action 
de T k . On a ainsi partiellement décomposé les formes différentielles de M en 
série de Fourier par rapport à la fibre. 

Soit V £ A, X\,j une valeur propre du laplacien restreint à Çl p (M) v et A^ fc 
la première valeur propre de QP(T k ) ( remarque : elle est non nulle car les 
formes harmoniques du tore plat sont les formes invariantes ) . On choisit sur 
T k un champ invariant X T k orthogonal à y et on note Xm le champ vertical 
sur M induit par X T k. L'action sur Q, P (M) du flot ipt associé à Xm est 
périodique, et si on note T sa période, À^ fe est par construction exactement 

2,TT ^ 



. . D'autre part, comme g x < f{x) ■ g, les normes de HX^Hc» 

T | | Xrpk | | OO / 

et ||^Af||oo sont liés : 

\\X M \\oc < (sup/) 1 / 2 - WX^, (5.13) 

B 



donc si X M < (sup B /) 1 \^ k , alors 

A]C / <( S up/)- 1 f ^„;" „ ) <( ^""|, ) , (5.14) 



B 



2vr \ 2 / 2vr 



T\\X T k\\ooJ \T\\Xm\\ 
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et le lemme IBTl s'applique avec E = QP{M) V et les formes propres associées 
à A]^ sont (/^-invariantes, donc T fc -invariantes. 

Si Xm est une valeur propre du laplacien agissant sur Q P (M) et que 
À est strictement inférieure à la première valeur propre de T k , alors elle 
sera a fortiori inférieure à tous les A^ fc et donc les formes propres de X M 
dans Q P (M) V sont T fc -invariantes. Comme les Q P (M) V sont stables par le 
laplacien, l'espace propre de Xm est la somme des espaces propres restreints 
aux QP{M) V . Par conséquent, toutes les formes propres associées à Xm sont 
T fc -invariantes. ■ 

Démonstration du corollaire 1351 : L'hypothèse sur la métrique peut 
s'écrire g x = f(x) • g, où f est une fonction positive sur N. On peut alors 

/tt\ 2 

appliquer le théorème EH1 H reste à montrer que si A < I — alors A < 

\ d oJ 

(sup/tx))- 1 -XoAT^g). 

Comme la métrique resteinte à la fibre tt^ 1 (x) est f(x) ■ g, la première 
valeur propre de laplacien restreint à cette fibre est A °' jjj^ — . De plus, la 
première valeur propre d'un tore plat de diamètre d est minorée par (^) 2 , 
par conséquent 

J^-A^/M» >(£)', (5,5) 
où d x est le diamètre de la fibre 7r _1 (x) pour la distance intrinsèque, et donc 

*wP*.*>>(*y, (5,6) 



sup B / \doJ 

ce qui achève la démonstration. ■ 

L'exemple suivant montre que si on ne suppose pas que les fibres sont 
homothétiques entre elles, une majoration du diamètre des fibres ne permet 
pas de majorer la fonction / du théorème 

Exemple 5.17. On considère sur M 2 muni de son système de coordonnés 
canonique la famille de métrique gt = (dx+tdy) 2 +dy 2 . Ces métriques passent 
au quotient sur le tore T 2 = M 2 /Z 2 . Quel que soit to G M, il n'existe pas de 
constante c > telle que gt < c ■ gt pour tout t. Cependant, le diamètre 
de (T 2 ,g t ) reste borné quand t varie. En effet, le difféomorphisme linéaire 
est une isométrie de (T 2 ,g t ) dans (T 2 ,g t +i), et par conséquent le 
diamètre de (T 2 ,g t ) est une fonction périodique de t. m 
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Démonstration de la remarque 1361 : Il suffit de remarquer que 
dans le lemme 15. 1| si la dimension du sous-espace propre E\ est impaire, 
la décomposition de cet espace en espace de représentations irréductibles 
contient nécessairement une représentation triviale, et donc E\ contient des 
formes invariantes par ip t . Dans le cas du théorème 0^ les espaces propres 
de dimension impaire du laplacien agissant sur 0* (M) contiennent donc des 
formes S 1 -invariantes. 

Dans le cas du théorème E31 si un espace propre du laplacien est de 
dimension impaire, l'un des éléments de la décomposition de Fourier de cet 
espace sera aussi de dimension impaire, et la remarque précédente s'applique. 
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Chapitre 6 

Géométrie des fîbrés 
principaux en tores 

6.1. Métriques adaptées 

Nous allons ici montrer qu'on peut, dans le but d'obtenir le théorème 
I26| se ramener à une situation géométrique pour laquelle l'étude du spectre 
d'un fîbré en tore est plus simple. Cette situation est une généralisation de 
la notion de métrique adaptée définie dans le cas des fîbrés en cercle par 
B. Colbois et G. Courtois flSSDQ l) : 

Définition 6.1. On dit que le couple de métriques (g, h) définies sur M et 
N respectivement est adapté à la fibration principale T k <^-> M n — ► N si : 

I. 7T : (M, g) — > (N,h) est une submersion riemannienne ; 

IL L'action de T k sur M est isométrique; 

m. Les fibres sont totalement géodésiques ; 

IV. Toute 1-forme verticale uj induite par un élément de Q* vérifie duj = 

On veut montrer qu'une métrique de courbure bornée sur un fîbré prin- 
cipal en tore est proche d'une métrique adaptée : 

Théorème 6.2. Soient a et d deux réels strictement positifs, et T k ► 
(M n ,g) — > (N,h) un fibré principal en tore. Il existe des constantes 
e (n,a,d,(N,h)) > 0, r(n,a,d,(N,h)) > 0, T'(n,a,d,(N,h)) > et 
c(n,a,d,(N,h)) > telles que si \K(N,h)\ < a, \K(M,g)\ < a, 
diam(M, g) < d et si ir est une e- approximation de Hausdorff avec e < Eq, 
alors il existe des métriques g et h sur M et N respectivement et une fibration 
tt' : (M, g) -> (N,h) telles que 
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1. Le couple (g, h) est adapté à la fibration tt ; 

2. —g < g < rg et —h < h < rh ; 

T T 

3. La restriction de g à la fibre est telle que diam(-7r /_1 (x)) < r'e, pour 
tout x G N ; 

4- La courbure sectionnelle de (M, g) vérifie \K(X,Y)\ < c, pour toute 
paire de vecteurs horizontaux orthonormés (X, Y). 

On pourra alors appliquer le résultat de J. Dodziuk selon lequel si deux 
métriques sont proches, alors les spectres du laplacien pour ces deux 
métriques sont proches aussi : 

Théorème 6.3 (|Do82j). Soit g et g deux métriques riemanniennes sur 
une variété M de dimension n, et r une constante positive. Si les deux 
métriques vérifient \g < g < rg, alors 

^=rAp,fc(M, 5 ) < X p ,k(M,g) < T an -%, k (M,g), 
pour tout entiers k > et p G [0, n] . 

Remarque 6.4. Le théorème 16.21 implique en particulier le théorème 03 
La restriction sur la géométrie imposée par le point 4 de la conclusion du 
théorème Ifi. 21 permet de mieux contrôler le spectre du laplacien. 

Remarque 6.5. En vertu d'un théorème de Hermann ( |He60j . [Be87j 
p. 249), le fait que les fibres soient totalement géodésiques implique qu'elles 
sont isométriques entre elles. On va voir dans la démonstration du théorème 
I6.2l qne réciproquement, sur les fibrés considérés, si la métrique est invariante 
et que les fibres sont isométriques alors elles sont totalement géodésiques. 

6.2. Situation de métrique invariante 

Nous allons dans un premier temps montrer que si on suppose qu'on a 
sur M une métrique invariante, elle est proche d'une métrique qui vérifie les 
points (i) à (m) de la définition 16.11 Plus précisément : 

Proposition 6.6. Soit T k (M n ,g) ^ (N,h) un fibré principal en tore 
muni d'une métrique invariante g tel que tt soit une submersion riemanni- 
enne. Pour tout a > et d > 0, il existe des constantes r(n, a,d) > et 
c(n,a) > telles que si \K(N,h)\ < a, K(M, g) > -a et diam(M,5f) < 
d, alors il existe une métrique invariante g sur M telle que la fibration 
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7r : (M, g) — > (N, h) soit une submersion riemannienne à fibres totalement 
géodésiques et 

-g <g < rg. 

T 

Remarque 6.7. On peut noter qu'on utilise non pas une hypothèse de 
courbure bornée sur M mais seulement que la courbure sectionnelle est mi- 
norée. 

Pour montrer la proposition 16.61 on utilisera les deux lemmes suivants. 
Le premier est une application directe de la formule de O'Neill : 

Lemme 6.8. Soit a > et T k <^-> (M n ,g) — > (N,h) un fibré principal 
en tore muni d'une métrique invariante g tel que p soit une submersion 
riemannienne, \K(N,h)\ < a, et K^ >g -\(X,Y) > —a pour tout couple (X, Y) 
de vecteurs horizontaux orthonormés. Alors, pour toute 1- forme différentielle 
verticale u induite par l'action de T k , on a : 
8a, 

1. \ÔlUj{X,Y)\ 2 x < — \oj^,, pour tout x G M et tout couple de vecteurs 
horizontaux orthonormés X et Y ; 

„ , , 4an(n — 1) „ 

2. \\M\oo < ^ -Moo. 

Démonstration : Soit x G M, y = 7r(x), X et Y deux champs de N 
orthonormés en y, et X et Y les relevés de X et Y à M. La formule de 
O'Neill f |OHL87| p. 127, jÏÏeW7] p. 241) donne 

K N (X,Y) = K M (X,Y) + l\[X,Y] v \ 2 , (6.9) 

où [X, Y] désigne la composante verticale de [X, Y]. D'autre part on a, en 
utilisant le fait que u est verticale, 

du(X,Y) = X -ùj(Y)-Y -u(X)-u([X,Y]) 

= -u([X,Y]). (6.10) 

On en déduit : 



\du(X,Y)\ 2 x = \ U ([X,Y])\l<\u\l\[X,Y] v \l 



< ~\u\l(K y (X,Y)-K x (X,Y)). (6.11) 

Comme chacun des couples (X, Y) et (X,Y) est orthonormé en x et y, on a 
les majorations \K y (X, Y)\ < a et K X (X, Y) > —a, et donc 

Q „ 

\MX,Y)\î<—\u\l. (6.12) 
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Et comme l'inégalité précédente est vraie quel que soit le choix de (X, Y), il 
en découle finalement 

2 4an(n-l) 2 4an(n - 1) 2 
Idùj^ < \u\ x < \\u\\ , (6.13) 

ce qui achève la démonstration. ■ 
Le second lemme montre, dans le cas d'un fibré en cercle, qu'à courbure 
bornée, la longueur des fibres varie peu d'une fibre à l'autre. 

Lemme 6.14. Soit S 1 (M n ,g) — > (N,h) un fibré principal en cercle 
sur N, tel que g soit invariante et ir soit une submersion riemannienne. 
Pour tout a > et d > 0, il existe r(n, a,d) > tel que si \K(N,h)\ < a, 
K(M, g) > —a et diam(M, g) < d, alors pour tout x, y G N, on a 

— lx — 7~ly : 

où l x et l y désignent les longueurs des fibres au dessus de 7r _1 (x) et ir~ l {y) 
respectivement. 

Démonstration : On choisit sur le fibré M une 1-forme verticale u dont 
l'intégrale sur chaque fibre est égale à 1. Soit U le champ vertical induit par 
l'action de S 1 qui vérifie ui{U) = 1. La norme \U\ de ce champ est constante 
sur chaque fibre, et s'écrit \U\ = ir*f, où / est une fonction sur N. De plus, 
en tout point x de N, la norme f(x) de U est égale à la longueur de la 
fibre au dessus de x. On va montrer que / est bornée en fonction de a et 
d. Remarque : w n'est pas la forme duale de U pour la métrique. Sa norme 
ponctuelle sur la fibre 7r _1 (a;) est \uj\ = y, et on a = f 2 uj. 

Soit x G N, et X un vecteur unitaire tangent à N en x. Soit Xi une base 
orthonormée de champs de vecteurs au voisinage de x, telle que D_£ X\ = 
sur ce voisinage, et X\\ x = X. On relève cette base à T H M en notant 
Xi = ir*(Xi) et X = X\. Ces champs vérifient 

[Xi,U}=0. (6.15) 

En effet, ces crochets de Lie sont déterminés par [Xi, U] = gj($t)*-Xi, où $t 
est le flot induit par le champ U. Par définition de U, ce flot correspond à 
l'action de S 1 sur M. Les crochets de Lie sont donc nuls, car les champs Xi 
sont S 1 -invariants. On notera par ailleurs U' le champ de norme 1 défini par 
U' = U/\U\. 

On va calculer la courbure sectionnelle K(X, U) en fonction de / et de 
ses variations (Remarque : le champ U n'est pas normé, mais ce calcul est 



45 



plus simple que si on utilise le champ U'). Cette courbure s'écrit 

K(X, U) = (R(X, U)X, U) 

= {BuBxX -BxBuX -D [x ,u]X,U), (6.16) 

où (•,•) désigne la métrique. Le vecteur Dx X est horizontal et vaut 
7r*(D^ Xi) (voir [Be87] p. 239), et par conséquent Dx X = au voisinage 
de x. Comme d'autre part [X, U] = 0, on est ramené à calculer 

K{X,U) = -(DxDuX,U). (6.17) 

Pour ce faire, on utilisera la formule suivante, qui caractérise la connexion 
de Levi-Civita : 

2(Dz a Z 2 , Z 3 ) = Z 1 ■ (Z 2 , Z 3 ) + Z 2 ■ (Z 3 , Zt) - Z 3 ■ (Z U Z 2 ) 

+([Z 1 , Z 2 ], Z 3 ) - {[Z X ,Z 3 \, Z 2 ) - ([Z 2 , Z 3 ], Z x ). (6.18) 

En utilisant l'orthogonalité de (X\,--- ,X n ,U) et le fait que [Xi,U]=0, on 
obtient 

2(Du X, U) = X • (U, U) = X • f = 2fàf(X) 

et 

2(-D U X,X i ) = -([X,X i ],U), 
et donc ^ 

BuX = df(X)U' -±jr i ([X,X i \,U)X i . (6.19) 

i=l 

Le premier terme peut s'écrire df(X)U' = d ^ x - > U, par conséquent 

Dx(df(X)U') = (x. d Jfl) U+ d Jfl» x U 

(Bxdf)(X) df(B X X) _ (df(X)f \ 
f f P ) 

+ d ±f±DxU (6.20) 

Re SS f(X,X) TT (df(X))\ T dfjX) n 
= j U-^—U + — D x U, 

en utilisant le fait que Dx X = 0. De plus, la relation (|6.18|) donne 
2(BxU,U)=X-\U\ 2 = 2fdf(X), 
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et donc 

(Dx(df(X)U'),U) = /Hess/(X,X). (6.21) 
La dérivation des termes suivants de lj6.19|) donne 

Dx(([X,XilU)Xi) = (X-([X,Xi],U))Xi + ([X,Xi\,U) Bx X t . 

Quand on calcule le produit scalaire de cette expression avec U, le premier 
terme s'annule, et comme la relation (jÏÏ"T8ll donne (Dx X it U) = ([X, Xi], U) , 
il reste 

(Dx(([X,X i ] ) f/)X i ),i7) = ([X,Xi],U) 2 . (6.22) 



La somme des équations (|6.2ip et l|6.22p donne 

K(X,U) = -f Hess f(X,X) + ^Y,([X,X t ], U) 2 . (6.23) 

i=l 

En normalisant le vecteur U, on obtient 

K(X, U>) = - HeSS/ f' X) + ±([X, Xi], Uf. 



(6.24) 



Les derniers termes peuvent être majorés en fonction de la courbure. En 
effet, on a 

([X,Xi],U) = U\[X,X l }) = f 2 u([X,X t ]) = -fduj(X,X i ), (6.25) 
et donc, en vertu du lemmel 



([J,l 4 ],[/) 2 </^M 2 = y/ 2 ( 6 - 26 ) 

Par hypothèse, la courbure sectionnelle de M est minorée par —a. On a donc 
finalement : 

Ressf(X,X) / 4n \ 

1 < — + 1 )a. (6.27) 



/ " V 3 

Soient x et y deux points de N, et 7 une géodésique minimisante joignant 
ces deux points. Notons fi la fonction définie par 

M (t)=ln/o 7 (t). (6.28) 

En dérivant /x par rapport à t, on obtient : 
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et 

2 



„,,. ^ d/Ç/(Q) V , d/( Dy(t) 7 / (t))+Dd/( 7 / (t),7 / (t)) 

M W " I/07WJ /° 7 (t) 

= —fjf(t) + , /A • 6.30 

J°7W 

On a donc, en vertu de la majoration (|6,27|) : 

M (*) < ; 77^ < Ht + 1 a - ( 6 - 31 ) 



/°7(*) "V3 

Supposons que x est un point où /, et donc fx, atteint son minimum. On a 
alors //(0) = et donc, en remarquant que d majore le diamètre de N, 

(An \ 

fi'(t) < l — + lj at, (6.32) 

M (t) < ^«t 2 < ^ad 2 . (6.33) 

Le rapport est donc majoré par une constante r = exp( 4w 6 t " 3 aij 2 ). 
Comme on a montré cette majoration en prenant pour x un point où / 
atteint son minimum, elle sera vraie a fortiori pour un x quelconque. 

Remarque : si les fibre sont isométriques, alors le champ U est de norme 
constante. Il est aisé de vérifier à l'aide de l|6.18p que De/ U est alors nul, 
c'est-à-dire que les fibres sont totalement géodésiques. ■ 

Démonstration de la proposition 16.61 : Le but est en fait de 
généraliser le lemme 16.141 aux fibrés en tore pour montrer que g est proche 
d'une métrique pour laquelle toutes les fibres sont isométriques. 

Soit Û G Q non nul et U le champ vertical induit par Û sur M. Soit 
xç> G N, On choisit U de sorte que \U\ = 1 au dessus de xq. De plus, on 
impose à Û d'avoir un coefficient directeur rationnel, c'est-à-dire que Û est 
colinéaire à un vecteur de Z fc C G- L'action du flot associé à U induit alors 
une fibration S 1 <^-> M —y (M', g'). On peut contrôler la courbure de ce fibré. 
En effet, utilisant la formule de O'Neill, on peut écrire 

K W {X,Y) = K M (X,Y)-- A \[X,Y] V \ 2 



ùtV)-^, (6.34, 
4 M 
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où X et Y sont deux vecteurs orthonormés de M', X et Y leurs relevés re- 
spectifs sur M, et uj la 1-forme induite par l'action de T k telle que uj(U) = 1. 
Le lemme iïTHl permet de contrôler le dernier terme en fonction de la courbure 
de M, et donc 

K M ,(X,Y) > -a-2a = -3a. (6.35) 
Le lemme lïï. 141 assure alors qu'il existe une constante r(n, a,d) telle que 

- < \U\ < r. (6.36) 
r 

Notons g la métrique invariante sur M obtenue en modifiant g dans la di- 
rection verticale de sorte que les fibres soient isométriques à 7r _1 (xo), et en 
conservant la distribution horizontale et la métrique horizontale associées à 
g. Pour cette nouvelle métrique, la norme de U est uniformément égale à 1. 
La relation 1)6.36(1 peut s'écrire 

\~g{U, U) < g(U, U) < r 2 ~g(U, U), (6.37) 

Par continuité, l|6.37|l s'étend à n'importe quel vecteur vertical. Comme g et 
g sont identiques sur la direction horizontale, on aura finalement 

^g < g < r 2 g. (6.38) 

Pour conclure, remarquons que si la métrique sur M est telle que les 
fibres soient isométriques, la fibration S 1 M — > (M', g') induite par le 
champ U est à fibre totalement géodésique. Par continuité, les fibres du fibré 
T k w M — > N sont elles aussi totalement géodésiques. ■ 

6.3. Cas général 

On va maintenant démontrer le théorème 16.21 Pour ce faire, on va s'in- 
spirer d'une démonstration d'un théorème de Lott ([Lo02bJ, théorème 2), qui 
utilise les résultats de |CFG92j . 

Soit g une métrique sur M vérifiant les hypothèse du théorème 16.21 
Tout d'abord, en utilisant un résultat de régularisation d'Abresch ([CFG92J, 
théorème 1.12), on construit une métrique g\ sur M telle que < g\ < T\g, 
\K(M,gi)\ < a et ||D*-R|| < Ai(n, a, ri), où t% > 1 est un réel fixé, et D et 
R désignent respectivement la dérivée covariante et le tenseur de courbure 
pour la métrique g\, 
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On applique ensuite le théorème 2.6 de [CFG92J, qui assure l'existence de 
constantes eo(n,(N,h)), n(n,A), n'(n, A, (N,h)) et Ki(n,A, (N,h)) et d'une 
fibration ir' : (M, g\) — ► (N,h) tels que si 7r est une e-approximation de 
HausdorfF avec e < eo(n, (iV, h)), alors : 

- pour tout x G N, le diamètre de 7r /_1 (x) pour la métrique g' est in- 
férieur à ke ; 

- la seconde forme fondamentale de la fibre vérifie H-ZIn—i^Hco < ^' pour 
tout x £ N ; 

- la submersion ir' est Kj-régulière, c'est-à-dire que || D^'Hco < Kj, pour 
tout i G N. 

Enfin, pour une telle fibration 7r', les parties 3 et 4 de [CFG92J donnent 
la construction d'un métrique 52 sur M qui est T fc -invariante et telle que 
\^> l {92 — < c(n, A,(N,h),i), pour tout i £ N. Cette dernière égalité 
assure l'existence d'une constante T2(n,A,d,(N,h)) telle que ^-g\ < #2 < 
r 2<?i, et permet aussi de contrôler la courbure pour la métrique g<i. 

On peut alors appliquer la proposition I6.6| qui nous donne une métrique 
93 qui vérifie les points (1) à (m) de la définition 16.11 

Pour obtenir la métrique g du théorème 16.21 il reste à modifier la distri- 
bution horizontale de manière à ce que g vérifie le point (iv) de la définition 
16.11 Remarquons tout d'abord que comme l'application e : G* H 2 (N) est 
linéaire, il suffit de montrer l'égalité du> = ir'*(e(uj)) pour une base de G*. 
Soit (u>i) une base de G* orthonormée pour la métrique #3. Pour chaque i, 
àuji s'écrit 

dw < = 7r / *(a i + dfl0, (6.39) 

où ai est une forme harmonique et une forme cofermée. On définit une 
nouvelle forme verticale u\ = u>i — 7r'*(/?j). Cette forme vérifie 

du'i = dui - 7r'*(dA) = Tr'*{ai) £ H 2 {N). (6.40) 

L'intersection des noyaux des formes u\ définit une nouvelle distribution 
horizontale. On définit g comme étant la métrique sur M telle que ir' : 
(M, g) — > (N,h) soit une submersion riemannienne et g = 93 sur l'espace 
vertical. Cette métrique vérifie le point (iv) de la définition 16.11 du fait de 
itiHÔl . 

On doit encore vérifier g est proche de 93. Remarquons que 

g - g 3 = J>' 2 - co 2 ) = $>7r'*(A) ® u;, + 7r'*(ft) 2 ). (6.41) 

i i 

Or, B. Colbois et G. Courtois ont montré dans |CC00j (lemme A. 32) qu'il 
existe une constante k(u, a, d, (N, h)) > telle que les formes /?, telles qu'on 
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les a définies vérifient HAIloo — K i ce qui permet de conclure. Remarque : 
le lemme A. 32 de |CCnn| utilise le fait que pour la métrique #3, la norme 
de la seconde forme fondamentale est contrôlé et que la submersion ir' est 
Kj-régulière. Il n'est donc pas évident qu'on puisse obtenir le théorème 16.21 
en supposant que la métrique initiale g est invariante et en se passant des 
résultats de |CFG92| . 

Enfin, il reste à montrer que la courbure de (M, g) reste bornée dans 
la direction horizontale. Soit x G N, X et Y deux vecteurs orthonormés 
tangents à N en x, ui une 1-forme invariante de T k , u la 1-forme induite 
sur M pour la distribution horizontale associée à g et u/ la 1-forme induite 
pour la distribution associée à g. Ces deux formes vérifient du' = ir'*(a) et 
du> = ir'*(a + d/3), où a est une 2-forme harmonique de N et (3 une 1-forme 
de N. 

D'après la formule de O'Neill, il suffit pour contrôler la courbure section- 
nelle K {M ^(Tr'*{X),7r'*(Y)) de majorer la norme de [ir f * (X),ir'* (Y)] v . Or, 
on peut écrire d'une part, 

u'([7r'*(X)y*{Y)] v ) = doj'{Tr'*(X),TT'*(Y)) = a(X,Y). (6.42) 

D'autre part, on a 

||a||oo < r'(n, a, d)||a||2, (6.43) 
d'après [Li80j, car a est harmonique, et 

|H| 2 < \\a + d/3|| 2 = ||dw|| a < \\M\°o, ( 6 - 44 ) 

en utilisant le fait qu'une forme harmonique est le plus petit élément de 
sa classe de cohomologie pour la norme L 2 . Enfin, le lemme l6~8l permet de 
contrôler la norme de do; en fonction de a et ||w||oo, et la norme de u est con- 
trôlé en fonction de H^'Hoo. Comme la majoration de uJ \[tt'* {X) , ir'* (Y)] v ) 
obtenue est indépendante du choix de iD, on a bien une majoration de 
([Tr'^À^vr'^y)]^ en fonction de n, a et d. m 
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Chapitre 7 



Petites valeurs propres des 
fibrés principaux en tores 

7.1. Minoration du spectre des 1-formes par le vol- 
ume du fibré 

Les résultats des chapitres précédents nous permettent maintenant de 
démontrer le théorèmeEHl On a vu qu'on pouvait se ramener au cas d'un fibré 
muni d'une métrique adaptée. On va donc montrer le résultat du théorème 
EDpour un fibré vérifiant les conclusions du théorème Ifi. 21 : 

Théorème 7.1. Soient a > 0, d > deux réels, n, k et m trois entiers tels 
que n = k + m, et (N m , h) une variété riemannienne. Il existe des constantes 
c(n,a,d, (N,h)) et e(n,a,d, (N,h)) strictement positives telles que si g est 
une métrique sur le tore T k telle que diam(T fc ) < e et siT k <— > M n — > N est 
un fibré principal muni d'un couple de métriques (g, h) adapté au fibré et tel 
que g = g en restriction à la fibre, diam(M, g) < d et \Km(X, Y)\ < a pour 
toute paire (X, Y) de vecteurs horizontaux orthonormés, alors on a 

\i,i(M,g)>c-Yol 2 (T k ). 

On s'est ici donné comme hypothèse que la métrique sur N est fixée. En 
effet, une hypothèse sur la courbure ne nous sera pas suffisante. On verra 
au paragraphe suivant dans quelle mesure on peut espérer obtenir le même 
résultat avec des hypothèses plus faibles. 
Démonstration : 

Dans un premier temps, nous allons démontrer le théorème dans le cas où 
le fibré M ne contient pas de sous-fibré trivial, c'est-à-dire quand l'application 
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e : G* —> Tt 2 (N,h) est injective. Nous généraliserons ensuite le résultat à un 
fibre principal quelconque. D'autre part, on se restreindra aux formes T k - 
invariantes, en vertu des résultats du chapitre IB1 f corollaire l33|) . En effet, 
le spectre des formes orthogonales aux formes invariantes sera minoré en 
fonction de la constante e du théorème, et on pourra toujours choisir cette 
constante suffisamment petite de sorte que le spectre des formes orthogonales 
aux formes invariantes soit plus grand que le terme c • Vol 2 (T fc ). 

Supposons donc e injective. La démonstration se déroule en deux étapes. 
D'abord, on se ramène à l'étude des valeurs propres de l'opérateur e*e, l'ad- 
joint étant défini en munissant TL 2 (N) de sa norme L 2 : 

Fait 7.2. Il existe e(n, a, Xq^N, h), Ài,i (N, h)) > et c(n, a, A ,i(iV, h)) > 
tel que pour toute 1- forme <p sur M T k -invariante et orthogonale à 
Ker A 1 (M, g), si le quotient de Rayleigh de cp vérifie R((p) < e, alors il existe 
une forme uj induite par un élément de G* telle que ||e(u;)|| 2 < c • e|M| 2 . 

Démonstration : Soit (p une 1-forme différentielle T fc -invariante de M. 
On peut écrire 

k 

<p = Tr*(a)+Y,K*(a i )-u} i , (7.3) 

i=l 

où a est une 1-forme de N, ai des fonctions de N et u% les 1-formes verticales 
induites par une base orthonormée de G*. On a alors : 

k k 

dip = 7r*(da + ^2 a i ' e i) + d7r *K) A ( 7 - 4 ) 

i=X t=l 

où ei désigne l'image de Ui par l'application e : G* -» H 2 {N). De plus, pour 
tout i on a 

||6(7r* («i)^) || 2 = (8(ir*(ai)oJi),8(ir*(ai)uJi)) = (7r*(a i )u; i , d6(7r*(a i )o; i )), 

où (-,•) désigne le produit scalaire L 2 . Comme ir*{ai)uJi est une forme T k - 
invariante, 8(ir* (ai)ui) est une fonction invariante, c'est-à-dire que c'est le 
relevé d'une fonction sur N . Par conséquent, dô (n* {aî)uji) est le relevé d'une 
1-forme sur N, et est donc orthogonale à ^{a^Ui. Finalement, on a : 

8ip = ir*(8a). (7.5) 

On peut calculer précisément quelles sont les 1-formes harmoniques de M. 
On sait déjà que les formes harmoniques sont invariantes, donc de la forme 
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donnée en 1)7.30 . Si y est harmonique, on a de plus d(p = et bip = 0, donc 



6a = 0, dcii = pour tout i, et da + aj • ej = 0. (7.6) 

i=l 

Comme les fonctions sont constantes, Yli=i a i ' e i es ^ une 2-forme har- 
monique de N, donc orthogonale à la forme exacte da. On a donc Aa = 
et Ya=i a i' e i = 0- Comme e est injective, les ei forment une famille libre, et 
donc ai = pour tout i. On obtient finalement que les formes harmoniques 
de M sont les relevés des formes harmoniques de N. 

Supposons que ip est de norme 1, c'est-à-dire que ||«|| 2 + X]i=i ll a îll 2 = 1- 
Le quotient de Rayleigh de (p s'écrit alors 

k k 

R(ip) = Hôaf + llda + ^ai-eif + ^HdTT*^)!! 2 . (7.7) 

i=l i=l 

Supposons que R(<p>) < e pour un e > donné. Comme ||a|| 2 + Yli=i \\ a i\\ 2 
est égal à 1, l'un des termes de la somme est plus grande que j^. Nous 
allons distinguer les cas ||a|| 2 > et ||a p || 2 > pour un p G [1, 
Supposons ||a|| 2 > : 

La forme ip est orthogonale à Ker A 1 , c'est-à-dire à l'ensemble des relevés 
de formes harmoniques de N. Par conséquent, la forme a est elle-même 
orthogonales aux formes harmoniques de N, et donc ||da|| 2 + ||ôa|| 2 > 
A,.; (.Y./,;. 

Si ||6a|| 2 > ||da|| 2 , alors > Al - 1 ^ v,fc ) . Or, on a les deux inégalités 

IM| 2 > ^ (7.8) 

et 

||6a|| 2 < R{tp) < e, (7.9) 
dont on peut déduire la majoration 

On peut choisir e suffisamment petit pour éliminer ce cas. 

Si ||da|| 2 > || ôo; || 2 , alors fe|£ > Al ' l( 2 jV ' fe) . On peut déduire de (£3 que 



||da + ^a;e;|| 2 < e. (7.11) 



i=i 
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On veut montrer à partir de (|7,11|) que puisque da est minoré, les ai, et donc 
les daj le sont aussi, ce qui contredira le fait que R(<p) < s. Il découle de 

mu : 

k k 
l|da|| 2 + || ^ ai€i\\ 2 + 2(da, Y] a^) < e (7.12) 

i=l i=l 

et donc 

2 ( fc+1) - e < - 2 ( da > E a * e *)' ( 7 - 13 ) 

De plus, en utilisant le fait que est harmonique, donc cofermée et qu'en 
restriction aux 1-formes on a 6 = *d*, on obtient (da, a^) = (a, 5(ojej)) = 
(a, *(da, A (*ej))). En appliquant ponctuellement l'inégalité de Schwarz, on 
en déduit 

(da,djej) < / |a||daj A (*ej)|dv < / |a| \da,i\ \ei\dv 
Jx Jn 



< IMU / |a||dai|d'0 = Heilloodalldail) 

Jn 

< WeiWooWaWWdaiW < HeiHooUdaiH (7.14) 

et finalement 

^l^- e <2X;Nloo||da i ||. (7.15) 

i=l 

Comme selon le lemme ln~H| He^loo est majoré en fonction de a et n, on obtient 
si e est suffisamment petit une minoration de Yli=i l|daj||, ce qui contredit 
le fait que Ya=i l|dai|| 2 < e. 

En choisissant e suffisamment petit en fonction de Xi t i(N, h), a et n, on 
peut donc écarter le cas ||a|| 2 > 

Supposons ||a p || 2 > j-^ : 

Si on note ôj la valeur moyenne de la fonction Oj, on peut choisir la base 
(ui) de sorte que âj = pour i > 2 (il suffit de choisir comme nouveau uj\ la 
forme différentielle ^i=i^* a; *)- On a alors 

lld^H 2 > \ 0>1 (N,h)\\ ai \\ 2 (7.16) 

pour i > 2 et 

||dai|| 2 > \ ,i(N,h)\\ ai -âi|| 2 . (7.17) 
Comme ||daj|| 2 < e pour tout i, on a donc 

l|a * < âJ^î (7 - 18) 
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pour i > 2 et 

N-5ilH < i L hV (7-19) 
A ,i(iV, h) 

En particulier, si s est suffisamment petit, on a p = 1. 
On peut alors écrire 



||da + a^e^ || 2 = ||âiei|| 2 + [|da + (ai - âi)ei + a;ei|| 2 

i=l i=2 

k 

+2(âiei, da + (ai - â\)e\ + 0^). (7.20) 



i=2 



On a d'une part 



et d'autre part 



(aiei,da) = oi(6ei,a) = 0, 



(aiei,aiej) < ||aiei||2 • ||a.*ei[|2 < ]|<xiei || 2 ]|e^ ||<Xi || 2 

< ^£mfy ^ 

cette dernière inégalité restant vraie pour i = 1 en remplaçant a% par (ôi— ai). 
Comme ||da + Yli=i a i e i\\ 2 < e, on a finalement 

k 

||âiei || 2 < 2| (âiei, do + (ai — âi)ei + a^ei)) + e 

i=2 

et donc 

ll9 2n-v/ë : ||e|| , . . 

H"i e ill x ,at JU |âiei|| - e<0. (7.22) 
Ao,ll/Vi aj 

On en déduit que ||âiei|| est encadré par les racines du polynôme X 2 — 
AiTi^fe) ^ ~ e ' e ^ en P ar ti cu li er majoré par sa plus grande racine. Comme 
||e|| est majoré en fonction de n et de la borne sur la courbure flemme lfi~8|) . 
la plus grande racine du polynôme s'écrit comme une constante dépendant 
de n, a et Ào,i(iV, h), multipliée par i/i, On obtient donc le résultat souhaité 
en prenant comme u la forme â\tjj\, ■ 
On va maintenant minorer le spectre de e*e en fonction du volume de la 
fibre T k . 

Fait 7.23. il existe une constante c(n,a,(N,h)) > telle que la première 
valeur propre de e*e soit minorée par c ■ Vol(T fc ) 2 . 



56 



Démonstration : Soient Ai,-- - , les valeurs propres de e*e classées 
dans l'ordre croissant. Comme e est injective, ces valeurs propres sont non 
nulles et la première vérifie 

\ _ IL** _ Det(e*e) 
Par ailleurs, les valeurs propres de e*e vérifient Àj < ||e*e||, donc 

L'image de e est un sous-espace de Ker A 2 (TV) de dimension k, engendré 
par un sous-réseau du réseau des formes harmoniques entières de N. Si on 
restreint e et e* à ce sous-espace, on peut écrire Det(e*e) = (Det e) 2 , où Det e 
est le déterminant d'une matrice de e écrite dans des bases orthonormées de 
Q* et Ime, ce qui donne 

(Dete) 2 

A l ^ || e ||2fc-2 - ( 7 - 26 ) 

Le lemme ln"8l donne une majoration de ||e|| en fonction de n et de la borne 
a sur la courbure de M, il ne reste donc qu'à minorer Det e. Notons Det' e le 
déterminant de la matrice de e dans la base canonique de G* = R k * et une 
base orthonormée de Ime. On a alors Dete = (Det' e)(VolT fc ). Comme les 
images dans Ker A 2 (iV) des éléments de la base canonique de G* sont des 
formes entières, le déterminant Det' e, qui est aussi le volume de e([0, l] fc ), 
est un multiple du volume d'un domaine fondamental du réseau des formes 
entières dans Ime. Comme par ailleurs Det' e est non nul, il sera donc minoré 
par le volume de ce domaine fondamental. Si on note p le minimum des 
normes des 2-formes harmoniques entières non nulles, ce volume est minoré 
par le volume d'une boule de rayon ^ dans Ime, et donc minoré par une 
constante ne dépendant que de n et de la métrique h de N. On peut donc 
bien écrire 

Ai > c(n,a, {N,h)) • Vol(T fe ) 2 . 



Nous allons maintenant supposer que e n'est pas injective. Notons l la 
dimension de son noyau. Le premier nombre de Betti de M est alors b\(N) + 
l. En effet, on a vu que si une 1-forme ip = ir*(a) + ^1=1^* { a ù ' w * es ^ 
harmonique, cela signifie, d'après l|7.4|) et (|7.5j) : 

k 

Aa = 0, dai = pour tout i, et ai - e% = 0. (7.27) 
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Comme les fonctions sont constantes. L'ensemble des a, tels que Yli=i a i ' 
ej = est exactement le noyau de e. L'espace des formes harmoniques de M 
est donc l'espace engendré par les relevés des formes harmoniques de N et 
les formes verticales induites par les éléments de noyau de e. 

On peut reprendre la démonstration précédente en prenant pour (oJi)i 
une base de Q* telle que oj^-i+i-, • ■ ■ soit une base de Ker e (le fait que la 
forme (p est orthogonale aux formes harmoniques se traduit par le fait que 
a fe-z+i) ■ • • ,Ofc = 0) et en étudiant e*e restreint à l'orthogonal de Kere. On 
obtient de la même façon le résultat du fait 17.21 à savoir que la première 
valeur propre du laplacien sur M est minorée à une constante multiplicative 
près par la première valeur propre de (e*e)i( Kere \±, 

Pour minorer le spectre de (e*e)i(Kere)- L ! on doit être un peu plus attentif 
dans la manipulation des bases de G* . 

Soit B = (u>i, • • • , cjjfc) une base orthonormée de G* et B' = ■ ■ ■ ,u>' k ) 
une base du réseau des entiers de G*, telles que • • • ,ui) et (u[, ■ ■ ■ ,uj[) 
soient des bases de Kere (comme l'image du réseau des entiers de G* est 
contenue dans un réseau, le noyau de e est effectivement engendré par des 
éléments entiers). La matrice de passage de B à B' est de la forme 



P 



Pi P2 
P 3 



où P\ est un bloc carré de taille l. Si se donne une base orthonormée de Ime, 
la matrice de e s'écrit sous la forme (0, A) dans la base B et (0, A') dans la 
base B' , où A et A' sont des blocs carrés de taille k — l et vérifient A' = AP%. 

Le spectre de (e*e)|( Kere )± est celui de A* A. On peut écrire, comme dans 
la démonstration du fait \7.'2'A\ : 

Pet A* A (BetAf 
1 pMJp^ï p||2(fc-«-i)' ( - 7 - Zb > 

où Ai est la première valeur propre non nulle de e*e. De plus, on a Det A' = 
Det A ■ Det P 2 et donc 

, Det A' wDetPx 
DetA = - — — =BetA'— — 7.29 
DetP 3 DetP y J 

Le déterminant de A est, comme précédemment, minoré par le covolume du 
réseau des formes entières dans Ime, et DetP s'interprète géométriquement 
comme l'inverse du volume de T k . 

Il reste à minorer Det P\. Comme Ker e est engendré par des éléments en- 
tiers de G*, l'orthogonal de Kere pour la dualité définit un sous- tore T k ~ l de 
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T k . De plus, le dual de de l'algèbre de Lie Ç(T h /T k ~ l ) du quotient T k /T k - 1 
est isomorphe à Kere. La matrice P\ est donc la matrice de passage d'une 
base orthonormée de g*Çp k /T k ~ l ) dans une base du base orthonormée de 
Ç*(T k /T k - 1 ) dans une base du réseau des entiers de Ç*(T k /T k - 1 ), et par 
conséquent Det P\ est l'inverse du volume de T k /T k ~ l pour la métrique quo- 
tient. Le diamètre de T k /T k ~ l est majoré par e, comme celui de T k , et par 
conséquent son volume aussi. ■ 



7.2. Petites valeurs propres et norme des 2-formes 
harmoniques entières 

Nous allons ici discuter de la valeur de la constante c(n,a,d, (N,h)) du 
théorème 17. 11 et en particulier de la manière dont elle dépend de la métrique 
h sur N. 

Dans la démonstration du théorème, la géométrie de iV intervient quatre 
fois : on a besoin de contrôler sa courbure pour appliquer la formule de 
O'Neill et majorer les ||ei|| ; en 17.21 apparaissent les valeurs propre Ài i i(A r , h) 
et Ào,i(iV, h); enfin on fait intervenir en 17.231 le minimum des normes des 
2-formes harmoniques non nulles dont la classe de cohomologie est entière. 

On peut noter que dans la démonstration du fait 17.21 on a seulement 
besoin d'une minoration des deux valeurs propres \i,i(N, h) et Xo,i(N,h). 
L'idée est en fait de s'assurer que le spectre de (N, h) n'interfère pas dans la 
recherche des petites valeurs propres de M. On sait par ailleurs que Ao,i(A r , h) 
peut être minoré en fonction du diamètre et de la courbure de N (cf. théorème 
0}, et \i,i(N,h) en fonction du diamètre, de la courbure et du rayon d'in- 
jectivité de iV (théorème [HJ ■ En outre, une borne sur la courbure est aussi 
suffisante pour appliquer la formule de O'Neill. 

La démonstration du fait 17.231 introduit quand à elle la constante 

p(N,h)= inf \\a\\ 2 (7.30) 

a£H 2 (N,h)\{0} 

[a]GH 2 (N,Z) 

dans la minoration de la première valeur propre du laplacien. Il est naturel 
de se demander si l'on peut contrôler p(N, h) à l'aide des mêmes invariants 
géométriques que Ào,i(-/V, h) et Ài i i(A r , h) : 

Question 7.31. Existe-t-il une constante c(n,a,d,r) > telle que si 
(N n ,h) est une variété riemannienne vérifiant diam(iV, h) < d et 
\K(N, h)\<a et inj(iV, h) > r, alors p(N, h) > c ? 
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Un argument de compacité permet de montrer qu'avec l'hypothèse de 
rayon d'injectivité minorée, on peut répondre affirmativement à la question 

ÏÏM 

Proposition 7.32. Pour tout réels a,d,r > et tout entier n G N* , il 
existe une constante c(n,a,d,r) > (non explicite) telle que si (N n ,h) est 
une variété riemannienne vérifiant diam(A r , h) < d et \K(N,h)\ < a et 
hxj(N,h) > r, alors p{N,h) > c. 

Démonstration : On considère le tore T = T h2< ^ N \ vu comme quotient de 
TL 2 (N,h) par le réseau des formes harmoniques entières. La métrique h sur 
N induit une norme euclidienne sur TÙ 2 (N, h) qui passe au quotient sur T en 
une métrique plate h. Minorer p(N, h) revient à minorer le rayon d'injectivité 

de(T,h). 

On sait ([AC92J) que l'espace des métriques h sur N telles que 
diam(iV, h) < d et \K(N,h)\ < a et inj(iV,/t) > r est relativement compact 
pour la topologie C a . De plus, la métrique h dépend continûment de h. En ef- 
fet, si on se donne un réel e > et une métrique h sur N, on aura, pour toute 
métrique h' suffisamment proche de h et toute 2-forme a harmonique pour 
la métrique h, \ ||a||2 — ll Q ll2l — ^ll^lloo, où || • \\ p et || • \\L désignent les normes 
pour les métriques h et h respectivement. Comme à courbure et diamètre 
bornés, la norme L°° des formes harmoniques est contrôlée par leur norme L 2 
(cf. |Li80j et inégalité (|n.4H|l ). on peut écrire | ||a||2 — ll^ll^l — r ( n ; a > ^) e ll a ll2- 
Si a' est le représentant harmonique pour h' de la classe de cohomologie de 
a, on peut donc finalement trouver un voisinage V de h tel que pour toute 
métrique h' dans V, 

\\a\\' 2 < \\a\\' 2 < (l + e)||a|| 2 . (7.33) 

Quitte à restreindre le voisinage V, on a réciproquement 

\\a\\ 2 <(l + e)\\a'\\' 2 , (7.34) 

ce qui implique bien la continuité de h — * h. L'ensemble décrit par h quand 
h varie est donc relativement compact dans l'espace des métriques plates 
du tore. Il existe par conséquent une métrique sur T qui réalise la borne 
inférieure du rayon d'injectivité de T quand h varie. En particulier, cette 
borne inférieure est non nulle ■ 
On peut se demander si le résultat reste vrai avec des hypothèses plus 
faibles : 

Question 7.35. Existe-t-il une constante c(n,a,d) > telle que si (N n ,h) 
est une variété riemannienne vérifiant diam(A r , h) < d et \K(N, h)\ < a et 
alors p(N, h) > c ? 
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Il faut noter par ailleurs qu'une minoration non explicite ne permet pas 
d'améliorer les minorations déjà connues de la première valeur propre du 
spectre. On a besoin d'estimations précises : 

Question 7.36. Si diam(iV, h) < d, \K(N,h)\ < a etmj(N,h) > r, peut-on 
minorer p(N, h) par une constante explicite c(n, a,d,r) > ? Plus précisé- 
ment, peut-on trouver une constante c de la forme c'(n,a,d) ■ Yol(N,h) a ^ 
ou c'{n,a,d) ■ mj(N,h) a ( n î ? 

On peut noter qu'expliciter le rôle du volume de N dans cette minoration 
permet d'obtenir dans le théorème l7.1l une minoration de Ai ) i(M, g) en fonc- 
tion du volume de (M, g). 
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